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は　し　が　き

　私炉企業をとりまく諸問題の研究に従事するよ、うになってから，か塗り、の時

が経過した，しかるに，能力の不足と生来の怠惰の故にいまだ見るべき成果を

得ていない．、顧りみて悔恨の情を禁じ得な短・．

　本稿は私が昭和44年3月に東京大学に提出した学位請求論文である．本稿に

展開されている議論はきわめて形式的なものであり，問題の皮相のみをとらえ’

ているにすぎないといわざるを得ない．読み返してみるとき，私自身にとって

も満足できない点が多々存在するカ㍉こζには敢てそのままの形で発表し，そ

の彫琢は別の機会に果したい．尚，以下の議論の一部ぽ∫知こ，「企業の最適

投資政策：その存在と最適条件」（大阪府立大学「経済研究」第13巻6号，

昭和43年12月），　“On‘Optimal　Capital　Investment，　Research　and

Developnient，　and　Adverti臼ing　Policies，’，β祝ZZeε伽。！ひ？z伽θ㌍s②勿。！

08α肱1）γθメθo伽籾，Serie　D．，　Vdl．冊（1969）に発表されていることを付

記しておく。

　本稿を研究叢書の一冊として刊行することを許して下さった犬阪府立大学経

済学蔀当局に対して深甚の謝意を表するものである・

昭和46年2月

著 者
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序

　企業の投資行動は経済学において最も精力的な研究がなされている分野の7・

つである．資本理論を企業の最適化問題としてはっきりと教えたのはHicks

〔10〕であるといってよいであろうが，その後における実証的あるいは理論的な

発展には著しいものがある．1）われわれもまた，以下において，企業の投資政

策を問題にしょうとするものであるが，それはまさに九牛の一毛を加えるにす

ぎないといわざるを得ないことかも知れない．

　さて，われわれは，企業の目的は，各時点において総収入と総費用の差とし

て定義される純収入全体の計画期間にわたる現在価値を取大にすることである

と想定する．2）このような想定に対しては，周知のように，有力な異論がとな

えられている．まず第一に，：企業が最大化すべき目的が何かということについ

て論者の見解は必ずしも一致していていない．3）現在価値の最大化に代るべき

基準として提唱されているものには，平均内部収益率の最大化，企業の所有す

る資本に対する収益率の最大化あるいは，市場利子率を上まわる内部収益率を

もつ計画への投資等々がある．また最大化の原理（あるいは完全な合理性の仮

定）そのものに対する批判も有力である．4）しかしながら，企業のover　time

の行動を問題にするとき，その現在価値の最大化が企業の目的としての意議を

持たないとは考えられず，少くとも第一次接近としては，最も重要な目的であ

1）　最近におけるすぐれた理論的成果のうちには次のようなものがある．Arrow，　K：．J．
　〔1〕，〔2〕，〔3〕，Arrow，　K．　J．，　M．βeckmann　and　S．　K：arlin〔4〕，　Dhrymes，

　P．J．〔7〕，　Eisner，　R．　and　R．　H．　Strotz〔8〕．　Haavelmo，　T〔9〕，　Jorgenson，

　D．W．〔11〕．　Manne，　A．　S．〔18〕．　Mass6，　P．　B・D．〔19〕．　Smith，　V・L・巳26〕・

　Zabel，　E．〔27〕．　Lutz，　F．　A．　and　D．　C．　Hague（eds）〔16〕所収のいくつかの論

　文などである．また．Eisner，　R．　and　R．　H・Strotz〔8〕は1960年頃までの成果

　を知る上で便利である．
2）　ただし，第2章の最後で，われわれは，計画期間の終りにおける企業の状態に関す

　る評価を含んだ目的汎関数を扱っている．
3）　この点の指摘は，たとえば1・utz，　R　A．〔15〕などに見られる。

4）　たとえば，Simon，　H、　A．〔23〕，〔24〕，〔25〕，　Cyert，　R．　M．　and　J．　G．　March

　〔6〕など．
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ると思わる．

　企業がその現在価値を最大にする高義を目的として行動するとき，したがわ

なければならない主要な制約には二種類のものがある．その第一は，技術的な

生産可能性の糊約である，種々の投入物と産出物を関係づける生産特写性の集

「合ぱジー般に，生産関数によって要約される．そこ’では，産出量のフローはい

わゆる可変的生産要素のフローと資本用役のフ郎」の関数として表わされ，資

本用役のフローは過去からの純投資の流れを加え合わせることによって得ら航

る資本財のストックによって規定される．しかし，生産関数は必ずこのような

形で表わされねばならないということはなく，産出量を資本財の投入量の関数

と表わしてもよいし，普通の意味でめ生産関数の考えそのものを放棄してしま

うこともできる．5）われわれは1資本用役のフローは資本財のズトックた比例ず

ることを仮定して，それぞれの時点における産出量（フロー）を，・前変的生産

要素の投入量（フロー）と資本財のストックとの関数として表わしている．穿

なわち，企業の生産関係は，過去のフローの蓄積である資本財のストッラと，

可変的生産要素の投入量および産出量のフローの関係としてとらえられている

わけである．

　企業の生産過程をこのように考えると；生産物の産出量，販売量および需要

量の関係に適当な仮定をもうけることによって，1 ｻれぞれの資本財ストックに

対して，フロー変数に関する最適な政策が，生産関数の制約の†で得られる．

おれわれのモデルでは，フロー変数に関する最適化の間題は，飯売高と可変的

生産要素の投入量にかかわる費用（operating　cosもと呼ぶ），との差として定

義されるoperating　profit：の最大化の蝉吟として定式化されている．産出量

とか可変的生産要素の投入量などのフロー変数が．ヒの意味で最適に決定される

と，operating　profitは資本ストヅクの関数として得られる．したがって，

このとき，企業にとって残された問題は，その現在価値を最大にするように資

本ストックを決定することである．

5）　たとえば，Malinvaud，　E．〔17〕．
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　しかし，operating　profit関数は，一般に，生産技術の水準，生産諸要素

の供給条件，生産物に対する需要条件などのシフトにしたがって，時と共にシ

フトするものであると考えることができる．ところが，生産関数や生産物に対

する需要関数などは，企業の主体的な行動，たとえば，生産技術の研究・開発

であるとか生産物の宣伝・広告などによってジフトさせるヒとのできるもので

ある．、

　われわれは企業の外部でなされる技術的進歩が企業の技術水準に与える影響

を軽視するつもりはないが，過去および現在における生産技術の研究・開発費

の蓄積もまた企業の技術水準に対して非常に大きな影響を与えるものであるこ

とを認識しなければならない．そこで，われわれは，生産技術の研究。開発費

を一種の「粗投資」と考えることができ，その蓄積を一つのストックとして定

義することができる．また，生産物に関する過去および現在の宣伝・広告費は，

生産物に対する顧客を増すことによって，また消費者の嗜好とか選好表を変化

させるととによって，生産物に対する需要関数に影響を与える．したがってこ

こでも，宣伝・広告費を一つの「粗投資」と考えることができるのであって，

その蓄積を一つのストックとして定義することができる．6＞

　かくして，opera七ing　profit関数に入ってくる生産技術とか生産物に対す

る需要条件は，単なるパラメターとしてではなく，むしろ決定変数の一つと

して考えた方がよいであろう．このようにopera七ing　profit関数が資本スト

ックと上の二つのストックとの関数として得られるとき，企業はその現在価値

を最大にするために，資本ストックに関する政策だけでなく，生産技術の研究

・開発と生産物の宣伝・広告に関する政策をも決定しなければならないことに

なる．

　企業がその現在価値を最大にしょうとするとき，フローの概念である粗投資

と資本ストックとがどのような関係にあるかを明らかにしておくことが必要で

ある．この関係が現在価値最大化に際しての第二の主要な制約である．われわ

6）　Nerlove，　H．　and　K，」．　Arrowこ20〕，　Dhrymes，　P・J・〔7〕
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れは，分析を容易にするために，異なった時点に獲得された資本財が提供する

用役は生産において完全に代替的であることを仮定する．したがって，それぞ

れの資本財が提供する用役は，過去において獲得された資本財の和から償却分

を差し引いて得られる資本ストックに比例することになる．そして，任意の時

点における償却の大きさは，蓄積された資本財のストックに比例するものであ

ることを仮定する．もちろん，償却あるいは置換投資に関する想定としてはこ

れが可能な唯一のものではない．たとえば，置換投資はある過去の時点になさ

れた粗投資に等しいとか，過去の粗投資の加重平均（ウエイトは個々の設備の

“survival　curves”から導かれる）に等しいとかというような仮説をたてる

ことも可能である．われわれは，主として，分析を簡単化するという目的のた

めに，上のように想定する．

　生産技術の研究・開発費とか広告費も，支出された時点から時間が経過する

につれて，その効果が段々と小さくなって行くものと考えられるから，それら

に関して定義されるストックも，資本ストックと同様に，時と共に「摩滅」し

て行くものであると想定する．

　ところで，資本市場が全く完全であることを仮定すると，企業は任意の時点

において任意の大きさの資本財を固定された価格で売買することが可能にな

り，粗投資は可逆的なものになり，企業の資本政策はいわゆる“myopic”な

性質をもつものとなる．しかし，現実には，資本財の再販売価格は一般に置換

費用に比べてかなり低くなると考えられるから，われわれは，やや極端ではある

が，資本財の再販売は不可能であることを想定し，粗投資は非負でなければな

らないものと仮定する．生産技術の研究・開発費や宣伝・広告費の性格は本来

このようなものである．粗投資の非可逆性の仮定はArrow〔3〕によって採用

されている仮定であるが，われわれは，資本財への粗投資も，生産技術の研究

開発，宣伝・広告への粗投資も，単に非負であるばかりでなく，それぞれのあ

る最大値を越えることはできないものと仮定する．尚，以下の議論の中には，

ストック変数のとり得る値の範囲について制約がおかれている場合がある．

　このようないくつかの制約の下で，：企業の最適な投資政策，研究・開発政
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策，および宣伝・広告政策を求めようとするとき，非常に有用なtoolの一つ

はいわゆるoptimal　contro1り理論である，われわれはそのtoolを用いて

議論を展開する．7＞

　さて，この小論の構成は次のようになっている．第1章では，可変的生産要・

素市場，資本財市場における完全競争と，生産物市場における不完全競争を仮

定した上で，生牽物価格，産出量および資本財投資に関する最：適政策について

論じる．そのとき，資本ス｝ックの値について何の制約もない場合と計画期間

の終りにおける資本ストックの状態について制約が課される場合の二つが考察

されている．第2章以下でも，ストック変数の値について制約がない場合と計

函期間の終りにおけるそれらの値について制約がある場合の両方が論じられ

る．また，可変的生産要素の市場が完全競争の状態にあるという仮定と，生産

物市場が不完全競争の状態にあるという仮定は第2章以下でも保持される．第

1章と第2章では生産技術の研究・開発政策と宣伝・広告政策は論じられていな

い．第2章では，粗投資にかかわる費用（われわれはexPansion　costと呼ん

でいる）が粗投資水準の厳密な凸関数として与えられている場合を扱う．ま

た，目的汎関数の中に，計画期間の終りにおける企業の状態が独立した項目と

して入っている場合について考察する．最後の第3章では，expanslon　cost

が粗投資について線型である場合と厳密な凸関数である場合の両方について，

生産技術の研究・開発政策，宣伝・広告政策を資本財への投資政策と共に考察

する．、

7）　以．ドにおける技術的な議論のうち，多くの部分をLee，　E．　B，　and　L　Markus

　〔14〕に負っている．
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第1章基本的モデル

　　　　　　　　　　　　　1．1　モデルの構成

　まず議論の出発点として単純なモデルを構成し，そこでの企業の最適政策を

考察する。そのために以下に述べるような性格をもつ企業を考えよう，

　企業の目的は下に定義される現在価値をある長さの計画期間中に最大にする

ことであると想定する．そして，企業は，各時点において，％種類の資本スト

ックと彿種類の可変的生産要素を用いて1種類の生産物を生産しているものと

する．1）

　いま，時点孟における総収入を況（の，総費用をσ（のによっ七表わすと，純

収入W（のぼ1

　　　　　　　　　　　　　W（の＝E（のrC（の　　　　　　　　　　　（1．1）

で与えられる．

　純収入W（のが（1．1）のように与えられるとぎ最大化されるべき企業の現在

価値は，割引純収入の計画期間にわたる積分として下のように定義される．す

なわち

　　　　　　　　　　　　五』∫1・一∫無・柳（鋤　　　　　（1。2）

ここで，γ（τ）は時点τにおける時間害唾引率，Tは計画期間の長さである．

　以下の議論を簡単にするためにγ（τ）が時を通じて一定であり，

　　　　　　　　　　　　　　　γ（τ）＝T＞0

であると仮定すると，現在価値（L2）は下のように書きかえることができる．

　　　　　　　　　　　　　L一∫1θ一・w（畝　　　（・．3）

1）　可変的生産要素とは，ここでは，その使用量の時間に関する変化率からも，使用量

　変更の決定と現実の変更との間の時間の長さからも独立なcOst　scheduleにしたが
　って，その使用量を変え得る生産要素をいう．



7

　そこで，幽純収入を構成する諸要因について考察しよう，’

　まず総収入関数について考える．企業の収入は生産物の販売によるものだけ

・である・ことを仮定すると，総収入丑（のは生産物価格p（のと販売量ρ（のの積

として表わすことができる．2）すなわち

　　　　　　　　　　　　　」配（捗）＝P（ε）ρ（め）　　．、　　　　　　　　、　　　　　　　　　（1．・4）

　いま，生産物の在庫水準は常にゼロであり，生産物に対する需要は常に満さ

れ，したがって，需要のbacklo9はないものと仮定すると，時点♂．に蓄ける

生産物の需要量をα（の，．産出量を2（ので表わすとき，、計画期間中のすべての

揖こ対して次の関係が成立する．

　　　　　　　・、　　，　　　　　ρ（古）＝α（古）＝r2（彦）　　　　　　　　　　　　　　．　　　（1・．5）

　ここで，生産物に対する需要関数については次のように想定する，すなわ

ち，需要量g（のは生産物価格p（のの関数とレで、

　　　　　　　　　　　　　σ（の・＝ρ［P（の，ご】　　　　　　　　（1β）・

によって表わされるものとし，関数Dは企業にとって既知であると仮定する，

ここで時間ごが関数1）の中に陽表的に含まれていることは，需要量が，企業自

身の販売促進費，競争企業の価格とか国民所得そり他の諸要因の影響を受けて

時と共にシフ、トし得ることを意味するものである・．

　ここでは，さしあたり，そのようなシフトはないものとし，需要関数、（1．6）

は次のように表わされるものと仮定する＠、

　　　　　　　　　　　　　　9（亡）＝＝1）［P（亡）】　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．7）

そして，関数1）は0≦オ≦Tなる揖こ対して

　　　　　　　　　　　　　　　　需〈・　　　（1・8）

なる性質をもつことを仮定する．4＞

2）　したがって、一度穫得された資本財の再販売などは行なわれず，また，イk産物の持

　越在庫品（もしそれがあったとしても）の価格も新しい製品の嫉格と同じであること

　が仮定されたことになる．

3）　販売促進費ないし広告宣伝費を含むモデルは後に考察する．

4）　したがって，ここでは，生産物市場における不完全競争を考えていることになる．
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　以上の諸仮定により，総収入関数（1．4）は．生産物価格ρ（のの関数として

　　　　　　　　　　2密（の蕊P（め）2（古）＝P（6）1）【3）（オ）璽　　　　　　　　　　　　（1．9）

と表わされることになる．時点古における総収入は，したがって，生産物価格

を決定することによって決定される．

　さて，次に，純収入を構成する第二の要因である総費用関数について考えよ・

う．　　’　　　　　r　　　　　　　　　　　　　　　　』「　　　　　　　　　　ζ．

　総費用は，ヒこでは，可変的生産要素の投入量にかがわる部分（これをope－

rating　costと呼ぶ）と，粗投費の水準にかかわる部分（これをexpansion

costと呼ぶ）とから成るものと仮定し，次のように表わす．5）

　　C（の＝C一［〃1（の，　……，〃拠（の，診1十S［11（の，　……，1η（‘），古】　（1．10）

とこで，鱗（の（旗1，……，伽）は第②可変的要素の投入量，1‘（の（奄＝1，

…… Cπ）は第i資本財の粗投資水準である．また，関数C“とSに時間ホが

二三的に含まれていることは，可変的生産要素価格，資本財価格などが変化す

ることによって，それらの関数が時と共にシフトし得ることを意味するもので

ある．

　いま，関数ぴとSとが，それぞれ，可変的生産要素価格とそれらの使用量，

資本財価格とそれらの粗投資水準の積として表わされることを仮定すると，可

変的生産要素価格を娠のσ＝1，……，ηz），資本財価格を概（の（i「1，

……
Cπ）で表わすとき，総費用関数（1．10）は次のように変形される．6）

　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　　　　　　　c（の謂Σ娠の〃乞（の＋Σ勧（の1f（の
　　　　　　　　　　　　¢腸1　　　　　　　　　　　門司

ここで，ベクトル砂（の，”（の，〃（の，1（のを，それぞれ

　　　　　　　　　砂（の需［砂1（の　”2（の　……　％（の1

　　　　　　　　　ω（の＝ゆ1（の宅〃2（の……”。（の」

5）　資本ストックの維持費用などは明示的にはとり上げない．また，生産技術の研究・

　開発，広告宣伝などを含むモデルではそれらに関する費用が含まれてくるが，それら
　については後に考察する．

6）　expansion　costが粗投資水準の厳密な凸関数として表わされる場合については後
　に考察する．
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　　　　　　　燃｝曜i↑

．によって定義すると，上の総費用関数C（分は次のように表わすことができるご

　　　　　　　　　　　σ（の＝”（の〃（の＋ω（の∫（ε）　　　　　　　（1．11）

　ここでは，可変的生産要素，資本財の各市場において，それぞれの時点で完

全競争の状態が成立し，それら各財の価格は企業にとって与件で毒り，企業

は，各時点において，それらの財の任意の量を各市場で歳陣した競争価格で購

入できるものとする．したがって，各時点における総費用は，可変的生産要素

の投入量と粗投資の水準を決定することによって決定されることになる．

　以上述べてきたことによって，時点辞こおける企業の純収入（1．1）と，計画

期間にわたる現在価値（1．3）は，それぞれ，、下のよ、うに定義される．

　　　　　　　確（オ）＝メ）（ご）1）［裏｝（ε）】一［”（オ）〃（診）十伽ワ（♂）1（診）】　　　　　　（1．12）

　　　　　　五一∫1｛・（のD【P（のH・（・）雪（の栩（の・（の1｝・瑠（1．13）

　さて，企業は，（1．13）で与えられる現在価値を最大にするように行動するわ

けであるが，そのとき，以下に述べる制約を満すように行動しなけれぽならな：

い．

　まず，われわれは，資本用役の時間に関する変化率は純投資に比例するもみ

と考えることができ，さらに，その比例定数は資本ストック1単位当りの資本

用役の単位数と解釈できることに注意しよう．

　そこで，われわれは，資本ストックが完全に利用されることを想定し，この

比例定数が1であることを仮定する，純投資は粗投資から置換投資を差し引い

たものであるから，置換投資が資本ストックに比例し，その比例定数が時を通

じて一定であることを仮定すると，（1．13）で表わされる現在価値を最大価値を

最大にしょうとする企業がしたがわなければならない一つの制約は次の形に表

わすことができる．

　　　　　　　〔1κ1（オ）／（1オ際1ε（’）一δfZ乞（ε）　　　　（¢＝＝1，　一・…　，　↑z）　　　　（1．14）
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ここで，りゆご（のは時点厨こ響ける第盛資本財のストック，δ誕0くδ惑く1と仮定す

る）（客掌1，・∵。・㍉．％）；は鐙換投資の割合である．㌦

　さらに，第葱資本ズト』ヅクの初期水準を勘（δ嘉1，……，ので表わすと，・

りρ、②・の満さなければならない透鶉0に射ける境界条件は

　　　　　　　　　　¢乞（0）雌¢乞。　　　　（づ＝；1，　・。・…　，　？z）　　　　　　　　　　　　　（1．15）

である．め

い事⑭獅ベクトノ畔）過と隊の対角行列δをそれ脚

によって定義ナると，（1．14），（1．15）はそれぞれ下のように書きかえるごとが

できる．』　　　L

　　　．竺　　　　　　　　　　　　　1　　d；劣（診）／dZ＝＝1’（ε）一δω（‘）　　　　　　　　　』　　　　（1．16）

　　　　　　　　　　　　　，劣（0）＝・劣。　　　　　　　　　　　．　　　　　’　　　　　　　（1．17）

　企業が現在価値の最大化をはかるときに満さなければならない次め制約は生

産関数の制約である，すなわち，産出量と，可変的生産要素の投入量，資本ス

トヅクの水準とは，生産関数噛

　　　　　　　　　　　　2ωイ【劣（の，ン（ε），’】　　　噛　　　（1．18）

によって制約される．関数！に時間εが陽表的に含まれていることは，「生産衡

数が時と共に変化すること，生産技術の変化があることを示し，ごは技術水準

を表わすパラメターと解釈される．

　ここでは，さしあたり，技術変化はないものと想定し，生産関数（1．18）を次

7）　資本ストックに関する初期条件（1，15）の他に；計画期間中またはその終点におい

　て鋤（のの満さなけばならない制約がつけ加えられることがある．ま恥，粗投資取の
　についてもそのとる値の範囲が限定されることがある．これらの制約についでは後で

　述べることにする．・
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のように表わす．8）

　　　　　　　　　　　　　2（診）＝9・1露（ε），　1ノ（ε）］　　　’　　　　　　　　　　　（1．19）

ここで，関数gはすべての正の。θ，〃・に対して，2次までの偏導関数をもρこ

と，ぞの等産出量曲線はすべて原点に対して凸であり，かつ滑らかであるこζ

を仮定する・　　　　　　』　．　・　　　　　・　　　　．、　、，：．風評

　さて，企業が（1．13）で与えられるその現在価値を最大にしょうとするとき，

先に述べたいくつかの制約ρ範囲内でその値を自由に選ぶこ，とのでぎる変数

は，生産物価格p（の，産出量多（の，可変的生産要素の投入量〃（の，粗投資の

水準1（の，および資本ストックの水準ρ0（のである．9）これらのうち，われわれ

の仮定の下では，産出量は生産物価格が決定されると，（1．5）と（1．7）によっ

て決定され，可変的生産要素の投入量は，産出量と資本ストックの水準が決定

されるとそれらの要素価格に応じて決定される，また，資本ストックの水準は

粒投資の水準に応じて（1．16）・と（1。17）によって決定される，し起がって，

企業がその現在価値を最大にするために，各時点においてその値を決定しなけ

ればならない変数嫁生産物価格と粗投資の水準とである．尚，計画期閲の長さ

Tは，計画期間の初めにあらかじめ決定されているものと考えよう．lo）、

　かくして・企業にとっての三富は》汎関数（1・13）が制約q．・ユ6＞・（1・17），

（1。19）の下で最大になるように生産物価格と粗投資の水準を決定することで

ある．尚，議論を展開するために若干の仮定を追加することが必要となること

があるが，それらは議論の過程で順次明らかにされて行くはずである．

8）　企業による生産技術の研究・開発あるいは新技術の導入について明示的に考慮せ
　ず，しかもそれらのための費用も考慮せずに，技術進歩をモデルの中にとり入れるこ
　とは，技術進歩が，いわば天から無償で与えられるものであることを仮定したことに

　なる．企業による研究・開発政策を含んだモデルは後に考察する．

9）　ただし，先に述べたように，妖のと1（のについては後で追加的な制約が加え一られ

　る。

10）計画期間の長さが，ここでのように，有限かつ固定的であると仮定するとぎには，

　日的汎開墾の中に計画期間の終りにおける資本ストックの価値を加えた方が妥当かも
　知れない．これについては後に考察する．



霊窒

1．2最適な生産物価格と産出量の決定

　前節の議論にしたがえ鴎企業は各時点において二種類の決定晶生産物価

格と粗投資水準の決定を行なわなければならない．これらのうちで，生産物価

格の決定は，われわれの仮定の下では，比較的容易に行なうことができる，

　われわれは，生産物に対する需要関数は企業にとって既知であって，その需

要は常に満され，生産物ゐ在庫水準は常にゼロであることを仮定したから，計

画期間申の任意の時点における生産物価格は過去および将来の生産物価格の決

定から独立に決定することができる．したがって，われわれは，各時点におい

て，与えられた水準の粗投資と資本ストックに対して最適であるようにまず生

産物価格を決定し，ついでその価格に応じて粗投資の水準を決定すればよいこ

とになる．

　そこで，まず，生産物価格の決定について考えよう．ここでのモデルでは生

産物価格が決定されると，（1．5）と（1．7）とから産出量は一義的に決定され，

逆に産出量が決定されるとそれに応じて生産物価格が決定される．したがっ

て，生産物価格決定の問題は産出量決定の問題におきかえることができる．

　いま，時点aこおけるoperating　profitを

　　　　　　　　　　　　1τ（の＝p（の2（の＿”（の暫（の　　　　　　　（1．20）

によって定義すると，産出量（したがって生産物価格）は（1．20）で与えられる

operating　Profitを生産関数

　　　　　　　　　　　　2（め）＝9［α｝（あ），　Zノ（ε）】　　　　　　　　　　　　　　　　（1．19）

の制約の下で最大にするように決定すればよい．価格P（のは産出量¢（のに応

じて定まるから，（1．20）を

　　　　　　　　　　∬（の＝ρ［名（の】2（の一η（め）〃（の　　　　　　　　（1．21）

と書きかえておく．塒また，この最大化問題においては生産関数（1．19）に含ま

11）このとき仮定（1．8）はdp／42＜0の形になる．
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れている資本ストックの水準妖のは所与であることに注意すべきである．12）

　このように問題を構成すると，operating　profitπ（のを最大にする産出量

決定の問題は通常用いられる方法によって解くことができる．以下それを二つ

の段階に分けて説明する．尚，この節では，表現を簡単にするために，必要の

ない限り，時間亡を省いた形で諸変数を表現することにする．

　はじめに，与えられた水準の産出量を生産するための費用が，与えられた可

変的生産要素価格の下で最小になるための条件を求める．これはいわゆる要素

の最小費用結合を求める問題である。われわれは先に，生産関数gは（与えら

れた任意の資本ストック9ρ＞0に対して）すべての正の留こ関する連続な2次

までの偏導関数をもつことを仮定した．したがって，与えられた任意の産出量

を生産するのに必要な費用（operating　cost）が，与えられた可変的生産要素

価格と資本ストックの下で最小になるための第1次条件は，λをLagrangean

Multiplierとするとき

　　　　　　　　　　　　σ＝砂〃＋λ［g⑳，の＿21　　　　　　　　　（1．22）

を雪どλについて偏微分してゼロとおいた方程式が成立することである．すな

はち，

　　　　　　　　曲名十λg乞＝＝0　　　　　（葱＝1，　2，　…　；・・，　？π）

　　　　　　　　9＠，暫）畿2

ここで，g盛≡∂σ／∂鮎＞0σ瓢1，……，鵬）である．

　また費用最小の第2次条件は

　　　　　　　　　　　　　　911’●”。’91肌　91

　　　　　　　　　　　　F≡　：　　　：　二
　　　　　　　　　　　　　　97π1……9隅皿9㎜

　　　　　　　　　　　　　　91・…・・9批　0

とし，その（あ十1）次（2≦鳶≦糀）の縁付き首座小行列式を

（1．23）

（1．19）

12）したがって，先に述べた資本ストックと資本用役に関する仮定により，資本用役の

　水準も所与である．
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　　　　　　　　　　　　　　　911輔’鱒。91彦　91

　　　　　　　　　　　　F（紛詫　＝　　　　：　　：

　　　　　　　　　　　　　　　9研●’鱒。’9嬬　9た

　　　　　　　　　　　　　　　91……9κ　0

で表わせば，

　　　　　　　　　　　　　　　λ彦一11ア（左）＜0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1。24）

が成立することである．条件（1．23）によりλは負であるふら，この条件は，夕

の縁付き首座小行列式がた醤2のものから順に正，負，正，負，…∴となるこ

とである．ただし，上の表現において，g‘戸∂2g／∂ン¢∂彷σ，ゴ＝1，2，……，

惚）である．生産関数に関する前節の仮定により，この条件（1．24）は満されて

いる．

　したがって，与えられた可変的要素価格と資本ストヅクの下で，与えられた

産出量を生産するためのoperating　costを最小にする可変的生産要素の組合

せは，方程式（1．23）と（1．19）とを〃‘σ＝1，……，糀）とλについて解くこと

によって得られる．この解は，一般に，産出量，資本ストヅクおよび可変的生

産要素価格め関数として得られるはずである．

　そこで，このような可変的生産要素の投入量鋳σ＝1，……，糀）をこれら

の関数として次のように表わす．

　　　　　　　！ん＝2ノ¢（2，　っ6，　”）　　　　　　（盛＝1，　2，　…　。・。，　？η）　　　　　　　（1．25）

　（1．25）の形で可変的生産要素の最小費用結合が求められると，』次にはope－

rating　profitπを最大にするように産出量を決定することが問題になる．

’そこで，1（1．25）においてすべての05と”を固定したままで2だけを変化さ

せると，与えられた資本ストックと可変的生産要素価格の下でoperating

profitを最大にする産出量を決定することができる．いま，このような最小

費用結合の下でのoperating　costを

　　　　　　　　　　　　　（フー＝＝（7需（2，α㌧”）　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．26）

によって表わすと，operatihg　Profit∬は次式によって与えられる．

　　　　　　　　　　　1τ＝p（2）2一（フー（2，　αコ，　”）　　　　　　，　　　　　　　（1．27）
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　かくして，∬が与えられたωと”の下で最大になるための第1次条件は

　　　　　　　　　　　　濃＋P（・）一箸一・　　　　（・．28）

が成立することであり，また，第2次条件は

　　　　　　　　　　　離・・釜「細く・　　　（・・29｝

が成立することである．

　（1．29）の成立を仮定して，（1．28）を鮒こついて解くと，operating　profit

を最大にする各時点の産出量が，与えられた資本ストックと可変的生産要素価

格の下で決定される。そこでこのような産出量をωと”の関数として

　　　　　　　　　　　　　　2騙2（砥砂）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．30）

によって表おす．

　また，各時点におけ’るoperating　Profitを最大にする産出量が（1．30）の

ように決定されると，各時点における最適生産物価格は（1．5）と（1．7）とから，

上のような最適産出量：に応じて決定されるから，その最適生産物価格は

　　　　　　　　　　　　　　3）ニrp（αヲ，　”）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．31）

の形に表わすご．とができる．

　以上により，企業が，与えられた資本ストックと可変的生産要素価格の下

で，産出量を2＠，のに，また生産物価格をP＠，のに決定するとき，各時

点におけるoperat量ng　Profit∬は最大になる．そこで，このようなope－

rating　profitを

　　　　　　　　　　　　　　π＝∬（劣，　”）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．32）

によって表わすことにする．そして，．（1．32）で表わされるoperating　profit

πは資本ストック劣の凹関数であることを仮定する．operating　profitが

（1．32）で与えられるとき，時点面こおける純収入（1．12）は

　　　　　　　　　　　　　レ1ノ「＝∬（食3，　僧）一Zf／1「　　　　　　　　　　　　　　　　（1．33）

によって，また，現在価値（1．13）は

　　　　　　　　　　　ゐ一∬［πい）瑚識　　 （1．34）

によって与えられる．
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　かくして，企業にとって残された問題は，（1．34）を最大にするように各時点

の粗投資，したがって，資本ストックの水準を決定することである．

1。3　最適投資の決定

　産出量と生産物価格が前節におけるように決定されると，企業にとって残さ

れた問題は汎関数（1．34）を（1．16）と（1．17）の制約の下で最大にするように，各

時点における粗投資水準を決定することである．

　ところで，ここでのモデルにおいては，可変的生産要素の価格”（のは企

業にとって与件である．そしてそれらは，さしあたり，以下の議論に影響を：与

えないから，表現を簡単にするために（1．32）で与えられるoperating　profit

をπ［aゆ（の，オ］によって表わすことにし，時間¢を関数1τに陽表的に含めるこ

とによって1τが（可変的生産要素価格の変化に応じて）時と共にシフトし得る

ものであることを表わす．

　また，今までの定式化では，問題を現在価値最大化の’問題として扱ってきた

のであるが，以下の議論においては現在価値に一1を乗じて得られる負の現在

価値の最小化の問題として扱うことにする．

　さて，このとき，企業にとっての問題は，汎関心

　　　　　　　　　」一∫1｛ω（の・（の一聯），・】國・　（1．35）

を制約

　　　　　　　　　　　　　（iαヌ（ホ）／（彰ホ＝1て診）＿δ劣（ヵ）　　　　　　　　　　　　　（1．16）

　　　　　　　　　　　　　の（0）瓢090　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．17）

の下で最小にする粗投資水準1（のを決定することである．

　周知のように，この種の問題は変分学の手法を用いることによって扱うこと

ができる．ここでは，Pontryaginのmax量mum　principleをはじめとして

近時発展のいちじるしい，いわゆる最適制御（optimal　control）の理論によ

って扱うことにする．13）

13）　たとえば，Pontryagin，1・．　S．　et　al．〔21〕，　Lee，　E．　B．＆L．　Markus〔14〕など．
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　われわれの資本ストック。ヴ（のと粗投資1（のは，optimal　controlの理論に

おいて，、それぞれ状態変数（state　variables），制御変数（control　variables）

と呼ばれているものに相当する．また，粗投資と資本ストックの関係を規定す

る微分方程式体系（1．16）は，制御1（のと状態05（のを結びつける制御プロセス

（control　process）と呼ばれ，汎関数（1．35）は目的汎関数とか，費用汎関数，

あるいはperformance　indexなどと呼ばれている．

　さて，上のような問題は，制御変数1（のと状態変数りゅ（のに，また計画期間

の長さTなどについて課される制約にしたがって，いろいろな形の問題とし

て定式化されるのであるが，それらについては，それぞれ項を改めて論じるこ

とにしよう．

　ただし，以下において定式化されるすべての問題において次のことを仮定す

る．

　（1）1（のは計画期間に属するすべての員こ対してLesbegue可測であり，

かつその値は

　　　　　　　　　　0≦1（の≦1m＆x　　　　　（0≦亡≦T）　　　　　　　　　　　61．36）

なる制約を満さなければならないものとする．ここで，ベクトル1m。xは

　　　　　　　　　　　　　　喉i／一

なる％次元ベクトル，0はゼロベクトルである．また，1¢m。。（z篇1，2，・。・。・。，％）

は正かっ有限なる実数であり，1m。、は最大可能な粗投資水準から成るベクト

ルである．そこで，制約（L36）を満す∫から成る，鴨次元ベクトル空間κ’‘の

集合を9で表わし，粗投資に関する制約集合と呼ぶ，9はコンパクトな凸集

合である．

　このとき，∫（のは区間lo，7▼］から9の中への1・esbegue可測な関数であ

り，微分方程式体系（1．16）は，与えられた初期条件の下で，0≦オ≦Tの部分区

間において唯一つの絶対連続な解ω（のをもつ．このことは，周知のように微
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分方程式に闘するCar＆th6Qdoryの存在定理の結果である，ユ4）この妖のを

制御関数1（のに対応するト．ラジェクト・りと呼ぶ．トラジ鵡ク．トリ¢（のは連続

で，測度ゼ細の点を除いて導関数をもち，微分方程式体系（1．16）はほとんどす

づての点で満される・

　’（2）．operating　pr6fit∬［妖の，外は，すべての即＞0に対して，2次まで

の偏導関数をもち，π［妖の，彦；≧0，∂π／∂鈎＞0（z＝＝1，’・・・…，？¢）なる凹関数

である．

　次に，以下における議論を展開するに際して有用ないくつかの概念を定義し

ておく．15）

　（1）標的集合　投資政策1（の⊂9（0≦ご≦T）に対応する資本ストックの季

ラジェクトリ妖のの値が物次元の偲空間児ηのある集合に属することがあら

かじめ要請されているとき，この集合を標的集合（target　set）と呼ぶ．標的

集合はEπの唯一点のこともあり得るし，Eπ全体のこともある．また，それ

は時間古の関数として与えられることもあるし，固定されている場合もある．

　（2）許容投資政策一許容制御関数　可測な制御関数一投資政策のうちで，資

本ストックの初期状態賜を制御プロセス（1．16）にしたがって与えられた標

的集合に属する点に移し，かつその値が制約集合9に属するすべての投資政

策一制御関数の類を許容投資政策類一許容制御関数論（class　of　admissible

control　functions）と呼び，記号∠で表わす．以下における議論の対象は∠

に属する投資政策である．

　（3）最適投資政策一最適制御関数　われわれの問題は目的汎関数（1．35）を最

小にする投資政策を∠の中から選びだすことである．そこで汎関数」を投資

政策の関数として」（1）と表わすとき，∠に属する任意の許容投資政策1（のに

対して

14）たとえば・Coddington，　E　A．＆N．　L．　Levinson〔5〕，　Lee，　E．　B．＆L．　Markus

　〔13〕，　〔14〕，

15）尚，それらの定義は，定式化される問題の異なるにつれて，それぞれ，やや異なつ

　たものとなることに注意すべきである．詳細については，必要に応じて，それぞれの
　項で述べることにする．
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　　　　　　　　　　　　　　」（1＊）≦」（1）

が成立する許容投資政策ゴ＊を最適投資政策一最適制御関数と呼ぶ．

　（4）制御可能プロセス　ある制御プロセスにおいて，資本ストックの初期状

態りゆ。をあらかじめ定められた標的集合の点に移す許容投資政策一許容制御関

数が少くとも一つは存在するとき，その制御プロセスは制御可能なプロセスで

あるという．

　（5）到達可能点集合　資本ストックの初期状態りり（0）＝飾から始まって，

（1．16）にしたがって制御され，投資政策1（の⊂9（0≦オ≦T）に対応するトラ

ジェクトリを妖のとするとき，そのすべての終期状態りσ（T）∈鰹の集合を資

本ストックの到達可能点集合と呼び，・4（T）で表わす。また・4く望）の境界点か

ら成る集合を∂．4（T）で表わす．

　（6）極値投資政策一回忌制御関数　資本ストックの初期状態蜘を，制御プ

ロセス（1．16）にしたがって，集合∂・4（T）に属する終期状態に移す投資政策

1（の⊂9（0≦ε≦T）を極値投資政策一極値制御関数と呼ぶ．そのような投資

政策に対応する資本ストックのトラジェクトリを極値トラジェクトリと呼ぶ．

　⑦　正規プロセス　ある制御プロセスにおいて，資本ストックの初期状態

りσ。を，集合∂A（T）に属する同一の終期状態に移す任意の二つの極値投資政策

11（の，12（の⊂9（0≦オ≦T）が計画期間［0，T］のほとんどすべてのところで

11（の＝12（のであるとき，その制御プロセスは正規プロセス（normal　pro二

ceSS）であるという．

　以上において，次項以下の議論の展開に際して重要な役割をはたすいくつか

の概念を簡単に説明した．これらの他にも必要な概念があるけれども，それら

についてはその都度定義することにしたい．

1．3ユ　標的集合がり咳空間全体の場合

　まず最初に，資本ストックの値については何の制約も課されていない場合，

すなわち，計画；期中の標的集合が自夢空間1㌍全体の場合における最適投資政策
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について考える．．16）

　このとき，われわれの問題は，資本ストックの初期状態飾を制御プロセス

　　　　　　　　　　　　伽（の／（玩＝1（の一δ劣（の

にしたがって，劣空間Eηのある点に移し，しかも目的汎関数

」（1）竺∫1｛ω（6）1（の一恥（の謝・難

を最小にする投資政策一最適投資政策一を，制約

　　　　　　　　　　0≦1（の≦1max　　　（0≦孟≦T）

を満すものの中から選ぶことである．

（1．16）

（1．35）

（1．36）

　さて，この画題を解くために，初期状態¢oから始まり，プロセス（1．16）に

したがって制御され，1（の⊂9（0≦ε≦T）に対応する資本ストックのトラジ

・皿クトリ媛のの到達可能点集合胤（T）の性質から調べることにしよう．

　さて，optimal　con七rolの理論においてよく知られた結果を援用すると，三7）

集合五（T）の性質について，われわれは次のことを主張することができる．

［主張1】資本ストックの初期状態賜から始まり，粗投資に関する制約

　　　　　　　　　　　　　　0≦1（の≦∫max

　をもつ，資本ストックと粗投資の間の制御プロセス

　　　　　　　　　　　　　伽（6）／（沈＝1（の一δ劣（の

　の到達可能点集合五（T）はコンパクトな凸集合である．

【証明】

（1．36）

（1．16）

　　はじめに孟（T）がコンパクトであるごと，すなわち，Eηにおいて閉か

つ有界であることを証明する．そのためには，孟（T）の任意の点列｛りゅ”（T）｝

（ン＝1，2，……）から，ある極限奴丁）∈孟（T）に収束する部分列を選べる

16）　この場合，集合∠が室でなく，制御プロセス（1．16）が制御可能であることはほと

　んど自明である．

　　また，われわれの問題が経済学的な意味を失わないためには，少くとも妖の≧0
　（0≦オ≦T）でなければならないが，variation－of－parameter　formulaに、よ掴ま，

　微分方程式体系（1．16）の解は初期条件（1．17）の下で

　　　　　　　　　　　・（の一θ　・・＋∫：θ一・・一り・・（・）d・

　となるから，1（の⊂Ω（0≦め≦T）に対してはこの条件は満されている．
　　cf．　Coddington，　E．　A．＆N．　L．　Levinson〔5〕ch．3．

17）たとえば・Schmaedeke，　W．　W．〔22〕．　Lee，　E，　B．＆LMarkus〔14〕．
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ことを証明すればよい．

そこで，ρヴレ（T）に対応する（1．16）の解ωレ（のと，トラジェクトリげ（のを産

み出す投資政策1’（の⊂62（0≦亡≦T）を考える．いわゆる，variation－of－

parameter　formulaによれば

　　　　　　　　　酬（・）一・一・…＋∫1・一・・一・・…（鋤　　「（1・37）

が成立する．

ところで，与えられた有限区間において可測であり，与えられたコンパクト

な凸集合にその値をもつすべてのベクトル関数族は点列として弱収束である

ことが知られているから，投資政策一制御関数駈り（の⊂9（0≦め≦T）の集合

は弱コンパクトであり，ある投資政策1（の⊂9（0≦ε≦T）に弱収束する部

分列｛1”くの｝（z＝1，2，。・・。・・）が存在する．すなわち，

　　　　　　　摂∫二・＋棚（赫一∫1・一・圃（赫　（1・38）

投資政策1（のに対応する資本ストックのトラジェクトリを露（のとすると，

（1．37），　（1．38）セこより

　　　　　　・（の一・一・煽∫二・一・・一・・1（・）奥海蝋の

したがって，

　　　　　　　　　　lim　gσ・くT）＝露（T）∈五（T）
　　　　　　　　　　乞・→◎o

よって，到達可能点集合A（7T）はコンパクトである．

次に，・4（T）が凸集合であることを証明する．そのためには，・4（T）に属す

る任意の2点aヶ1（T）と。じ2（T）を結ぶ線分

　　　　　　　　（1一μ）¢1（T）＋μa，2（7了），　0≦μ≦1

が且（望1）に属することを示せばよい．

ガ（T），κ2（T）に対応する（1．16）の解を，それぞれ，ω1（の，ω2（のとし，そ

れらを産み出す投資政策を，それぞれ，∫1（り，12（の⊂ρ（0≦古≦7T）とする．

さらに，投資政策丑（の⊂9（0≦亡≦71）を

　　　　　　　　　　！μ（孟）＝（1一μ）11（オ）十μ！2（診）　　　　　　　　　　　　　　（1．39）
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によって定義すると，1μ（のに対応する資本ストゾクのトラジェクトリ酬（の

は

が（の齋θ一・幼・＋∫二θ一1・L・〉・1・（τ）d・

によって与えられる，これは，（1．39）によって，

　　　　　　　酬（の一（1一・）［・囑・∫：〆岬（鋤】

　　　　　　　　　　　・・【・一嘱・∫1〆岬（鋤

　と表わされ，したがって

　　　　　　　　　　　劣μ（の＝（1一μ）劣1（の＋仰2（の

　　　　　　　　　　　嫉丁）＝（1一μ）劣1（T）＋μが（T）

　となる．よって到達可能点集合孟（T）は凸集合である．　　　（証明終わ）

　以上において，われわれは，計画期間の終りにおける各資本ストックの水準

は％次元空間Eπにおけるコンパクトな閉集合を形成することを証明した．

　次に，ある投資政策一制御関数が極値投資政策一極値制御関数であるための

条件について考察する．すなわち，資本ストックの初期状態飾を，計画期間

の終りに，到達可能点集合五（T）の境界点集合∂且（T）に属する終期状態に

移す投資政策はどのようなものであるかを検討する．

　そのために，微分方程式体系

　　　　　　　　　　　　　　伽（の／砒＝一δ調σ（の

の随伴方程式体系

　　　　　　　　　　　　　　dlη（ε）／（オ‘＝η（6）δ

を導入する．ここでη（のはη‘（のσ＝1，2，……，％）を成分とするπ次元

行ベクトルである．この随伴方程式体系は

　　　　　　　　　　　　　　　η（孟）＝ηoθ‘δ

なる形の解をもつ．ただし，ηoは定数ベクトルである．そして，ηoキ0ならぽ，

このη（のは区間0≦ε≦7マにおいてゼロでないノントツビアルな解である．

　さて，われわれは，ある投資政策が極値投資政策であるための条件につい
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て，次のように主張することがきる．18）：

［主張2】、資本スト平クの初期状態蜘から始まり，投資政策に関して制約

　　　　　　　　　　0≦1（の≦lma憂　’　（0≦め≦7）　　　　　　　　　　　（1．36）

　をもつ，粗投資と資本ストックの間の制御プ潔セス

　　　　　　　　　　　♂の（め）／（16讐1’（オ）一δρo（診）　・　　’　　　　・　　　　　　（1，16）

　を考える，投資政策1（の⊂」2（0≦ご≦T）は，0≦孟≦Tのほとんどすべての

　ところで最大値条件

　　　　　　　　　　　　η（のτ（の＝maxη（の∫　　　　　　　　　（1．40）
　　　　　　　　　　　　　　　　　∬∈9
　を満す，微分方程式体系

　　　　　　　　　　　　　　♂η（め）／d姥＝η（ε）δ　　　　　　　　　　　　　　　　（1．41）

　のトリビルでない解が存在するとき，またそのときに限って極値投資政策で

　ある，

［証明1はじめに，1（のが極値投資政策であれば，［主張羽り要求するような

　随伴方程式の解が存在することを証明する．

　さて，1（の⊂9（0≦め≦7▼）が極値投資政策で資本ストックの初期状態鞠を

　トラシェクトリ

・（の一触・∫1・＋蝋赫

　によって終期状態妖7）∈∂・4（T）に移すものと仮定する．．‘

　到達可能点集合五（T）はコンパクトな凸集合であるから，境界点頭丁）にお

　いてA（T）に対する支持超平面が存在する，κ（T）におけるこの超平面に対

　する外向きの法線ベクトルをη（T）で表わす、

　トリビアルでない随伴トラジェクトリを

　η（オ）＝η06εδ，　　　η（T）＝ηocアδ

　によって定義し，η（のと妖のの内積を求めると，

工8）　この［主張2〕ば，いわゆるtime　optimal　cQntro1の1｝ll題におけるmaximum
　principleとほとんど同じ内容のものである、，
　　cf．　Pontryagin，1・．　S，　et　a1．［2ユ〕
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　　　　　　　　　　　　　　＝ηo劣。十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．42）

したがって

　　　　　　　　　・伽（r）禍＋∫1・（・）・（鋤　　（・・43）

である．

ところで，いま，区間【0，幻に属する，正の長さをもったある部分区間

において

　　　　　　　　　　　　η（の1（のくmaxη（の1
　　　　　　　　　　　　　　　　　∫∈ρ

が成立するものと仮定し，投資政策11（の⊂9（0≦オ≦T）を次のように定義

する．19）

　　　　　　　　　　　η（の1】（ε）＝maxη（の1
　　　　　　　　　　　　　　　　　∬∈9

このとき，投資政策∫1（のに対応する資本ストックのトラジェクトリを劣1（の

とするとη（の劣1（のは（1．42）と同様1こ求められて，η（T）と”1（T）の内積

は

・伽（の一・・…＋∫：・・び・・（赫

　　　　　　　　∫：・（・）・（・）4・

・（T）…（T）一・…＋∫1・（・）・1（鋤

によって与えられる．

しかるに，投資政策11（のの定義により

　　　　　　　　　　∫1・（の1（τ）d・＜∫1・（・）11（鋤

であるから，’ i1．43）と（1．44）により

　　　　　　　　　　　η（コr）劣（7■）＜η（T）a穿1（7■）

でなければならない．

（1．44）’

（1．45）

　ところが，η（T）は，境界点妖丁）における到達可能点集合A（T）の支持超

　平面に対する外向き法線ベクトルとして定義したのであるから，不等式

　（1．45）の成立はこのことに反する．この不等式の成立は点劣1（T）が支持超平

19）投資政策11（のの可測性については，Lee，　E．　B．＆L．　Markus〔14〕，　PP．160－163．
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　面によって集合孟（T）から分離されることを意味するが，9夢1（T）は境界点

　集合∂・4（T）に属する点であるから，このことは不可能である．

　したがって，計画期間［0，T］のほとんどすべてのところで

　　　　　　　　　　　　η（の1（の＝maxη（の1
　　　　　　　　　　　　　　　　　∫∈ρ
　でなければならない．

　次に，ト．ルビアルでないある随伴トラジェクトリ

　　　　　　　　　　　　　　　η（の・＝ηoθδ彦

　に対して，投資政策∫（の⊂9（0≦ε≦T）が，0≦め≦Tのほとんどすべての

　ところで最大値条件（1，40）を満すことを仮定し，このとき1（のは極値投資

　政策であることを証明する．

　そのためには，投資政策1（のに対応する資本ストックのトラジェクトリ

　妖のの終期状態が到達可能点集合A（T）の内心ではなく，その境界点とな

　っていることを示せばよい．前半の証明と同じく帰謬法によって証明する．

　そこで，調0（のの終期状態二丁）が集合且（T）の内高であると想定しよう．

　指定された随伴トラジェクトリη（のに対して

　　　　　　　　　　　　η（T）劣（T）＜η（コP）≦む2（7コ）

　なる点りρ2（T）∈A（T）を考える．資本ストックのトラジェクトリ偲2（のを産

　み出す投資政策を12（の⊂：9（0≦ε≦T）とすると，上の想定により，0≦ε≦T

　のほとんどすべてのところで

　　　　　　　　　　η（の12（の≦η（の1（の＝maxη（の∫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫∈ρ
　が成立することになる。そこで，上と同様にして，η（7）と妖7），η（7）と

　κ2（T）の内積を求めると，

　　　　　　　　　　　　η（7▼）Iu2（7T）≦η（望、）飴（7、）

　なる結論が得られる．

　しかるに，これは矛盾であるから，κ（T）で表わされる資本ストックの終期

　状態は到達可能点集合孟（T）の境界点でなければならない．　（証明終り）

　この［主張2］は，適当な随伴トラジェクトリη（のに対して，計画期間中

のほとんどすべての時点において最大値条件（1．40）を満す投資政策は，資本ス



トヅタの初期状態．劣。を到達可能点集合の境界点に移すこと，’そ’して，極値投

資政策は，そのような条件を満す投資政策にかぎるごとを主張している．

　次に，投資政策に関する制約（1．36）をもつわれわれの制御プロ，セス（1．16）が

正規プロセスであること，すな：わちゴ．資本ストックの初期状態蜘を到達可能

点集合孟（T）の境界点集合∂且（T）の各点に移す極値投資政策一極値制御関

数は，それぞれ唯一つであることを証明する．20）

［主張3］　資本ストックの初期状態蜘から始まり，投資政策に関して制約

　　　　　　　　　　　0≦1（の≦1max　　　（0≦亡≦T）　．　　　　　　　　　．　（1．36）

　をもつ出投資と資本ストックの間の制御プロセス

　　　　　　　　　　　　d；αコ（ε）／（泥＝1（ε）一δ⑳（孟）　　　　　　　　　　　　　　　（1．16）

　の到達可能点集合A（T）の各境界点に資本ストックの初期状態飾を移す極

　値投資政策はそれぞれ唯一つである．

［証明】1（の（＝9（0≦ε≦T）は，資本ストックの初期状態晦を終期状態四丁）

　∈∂・4（T）に移す極値投資政策であるとする．1（のに対応する資本ストック

　のトラジェクトリ妖のは極値トラジェクトリである．

　到達可能点集合五（T）は，【主張1］により凸かつコンパクトであるから，

　．4（T）はその境界点妖丁）において支持超平面をもつ．

　η（の．を，η（7）が点妖丁）における4（T）の外向き法線となるような随伴

　トラジェクトリとする．このとき，住張2］により，計画期間【0，T1のほ

　とんどすべてのとところで最大値条件』

　　　　　　　　　　　　η（の1（の＝maxη（の1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫嬉ρ
　が成立する．

　さて，資本ストックの初期状態飾を同一の終期状態妖7）∈∂4（T）に移す

　投資政策を1（ので表わし，それに射応ずる資本ストックのトラジェクトリ

．をり5（のとする．

　以下において，上のような二つの投資政策1（のと1（のとが計画期間［0，7】

20）この〔主張3〕と本質的には同じ内容のものが，La　Sal｝eによってこことは異な
　つた仕方で証明されている．L訊Salle，」．　P。〔12〕．
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のほとんどすべてのところで一致しなければならないことを証明する．

そこで，区間［0，7T］の正の長さをもつある部分区間において

　　　　　　　　　　　η（診）∫（オ）＜maxη（の1

　　　　　　　　　　　　　　　　！廼ρ
が成立することを仮定しよう．

variation－of－parameter　formulaによって，”（T）とη（7）を求めジそ

れらの内積をつくれば，

　　　　　　　　・伽（T）一・…＋∫1・（の・倣

であり，1（のを1（のに，妖のを奴のに特定化すると

　　　　　　　　　　・伽丁）一・・り・・＋∫1・（の1（頒

　であるから，上の仮定g下では

　　　　　　　　　　　　η（7『7）餌（7つくη（7マ）露（コ「）

　が成立しなければならない．

　しかしながら，この不等式の成立は，資本ストックのトラジェクトリ妖の

　の終期状態が四丁）であるという先の仮定に反する．

　よって，駅丁）∈…a4（T）と同一の終期状態をもたらす投資政策∫（の⊂ρ

　（0≦孟≦T）は，最大値条件

　　　　　　　　　　η（の1（の＝η（の1（の＝h・axη（の1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫∈ρ
　を0≦あ≦Tなるほとんどすべての診に対して満すものでなければならない．

　さらに，上の条件を同一のη（のに対して成立せしめるためには，0≦オ≦T

　のほとんどすべての点で

　　　　　　　　　　　　　　1（の＝1（の

　でなければならない．よって，資本ストックと粗投資の間の制御プロセス

　（1，16）は正規プロセスである，　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

　以上は，資本ストヅクの初期状態飾をプロセス（1．16）にしたがって到達可

能点集合孟（T）の境界点で表わされる終期状態に移す投資政策は，それぞれ

唯一つであることを主張するものである．

　ところで，制御プロセス（1。16）が正規プロセスであることを利用すると，
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［主張1】の結果を強めることができる．そこで，資本ストックの到達可能点集

合且（T）がEηにおける厳密に凸なる（strictly　convex）集合であることを

証明しよう．

住張41資本ストックの初期状態ωoから始まり，投資政策に関して制約

　　　　　　　　　　　0≦1’（オ）≦lmax　　　（0≦君≦7）　　　　　　　　　　　　（1．36）

　をもつ，粗投資と資本ストックの間の制御プロセス

　　　　　　　　　　　　｛gρρ（ε）／（彩め＝，∫（ε）＿δα3（オ）　　　　　　　　　　　　　　　（1．16）

　の到達可能点集合孟（T）は厳密に凸であり，内点をもつ．

圧証明1　帰謬法によって証明する．そこで逆に，資本ストックの到達可能点集

　合五（T）が厳密には凸でないことを仮定する．［主張1】により，A（T）は

　コンパクトな凸集合であるから，その支持超平面Qが存在する．この支持

　超平面Qと五（T）との共通集合Q∩五（T）は二つ以上の点を含むものとす

　る．このとき，それらを結ぶコンパクトな線分Zが存在する．そして，線分

　己に属する2点P。，Pわに資本ストックの初期状態鞠を移す投資政策を，

　それぞれ，1α（の，1わ（の⊂9（0≦ε≦T）で表わす．

　いま，区間7：0≦ε≦Tの可測な部分集合Bに対して2％次元の実ベクトル

耐1：：：；：：：：1：］

を考えると，ベクトル集合関数「（B）はある値

　　　　　　　　r（8）一［1：｝　r（φ）一［1］

をとる．ここでφは空集合である．

測度理論に関するLiapnovの結果によれば，21＞

　　　　　　　　　　r（B1）一r！7－B壱）一園
、（1．46）

21）cf．　Lee，　E．　B．＆五．　Markus〔14〕，　PP．163－164．
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となるような区間7の部分集合B壱が存在する．22）ここで，点P。とPδと

は異飯つた点であるρ・ら，β。≒βδであり，部分区間B壱と（T一β者〉とは共

に零集合（null　set）ではな．い・．　　　　　　　　、ド

いま，11（の⊂9（0≦6≦7）を，部分区間β垂において1α（のに等しく，．ま

た部分区間（丁二B1）において1δ（のに等しい投資政策と定義し，∬2（の⊂9

嘩古≦T）を・B壱においてP（のに・（T一β告）において∫α（ε）に等しい投

資政策と定義する．すなわち

　　　　　　　P（の一u：：ll欝一B告）．

　　　　　　　P（のイllll　l二一β垂）

このとき，投資政策11（の，12（のに対応する資本ストックのトラジェク誉

リを，それぞれ，劣1（の，忽2（のとすると，それらの終期状態は

　　　1：：；；1：：：1：1：ll：1：1：：：1：：1：lll：ll：1：：1：：；：：鋤醐

　　　　　　　　　　　　　茗　　　　　　　　　　　　　　　　7

によって与えられる．

他方，P。，．鷹は，それぞれ，投資政策P（の，1δ（のによる資本ストックの

終期状態であるから

二：：ll：：：1：ll：1：：：：1：：lll｝

（1．48）

となる．（1．46）を考慮すると，（1．47）と（1．48）により次の関係式が得られ

る．

　　　　　　　　　・・1（T）一・2の一壱（P・＋P・）　　（・・49）

22）　T－B⊥はTと召亙との差集合である．
　　　　2　　　　　　　　　　2
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　ところが，制御プ揖セス（1．16）は正規プロセスである（1主張3Dから，

　（1．49）の左半分の成立は計画期間丁：0≦亡≦Tのほとんどすべてのところ

　で11（の＝12（の歪あることを意味する．そしてこのことは，部分区間B垂

　と（7㌧Bジのほとんどすべてのところで，1α（の＝10（のであることを意昧

　する．

　しかるに，こQことは，点P。と．P。とが線分Zに属する異なった終期状態

　であるという先の仮定に反する．

　よって，資本ストックの到達可能点集合・4（7）は厳密に凸でなければなら

　ない．　　　　　　　　　　　　　　　「　　　　　　　　（証明終り）

　さて，以上において証明されたことがらを要約すると次のようになる．

　投資政策に関する制約（1．36）をもち，資本ストックの初期状態劣。から始ま

る制御プロセス（1．16）は，計画期間の終りにおける資本ストックの終期状態か

ら成る集合を勉次元ベクトル三間における厳密に凸でコンパクトな集合となら

しめること，さらに，この到達可能点集合の各境界点で表わされる資本ストッ

クの組合せは，それぞれ，唯一通りの投資政策によって達成されることが明ら

かにされた．また，資本ストックの与えられた初期状態を上の境界点集合に属

する終期状態に移す投資政策はどのようなものであるかが明らかにされたので

ある．

　いままでの議論には最小にすべき目的汎関数（負の現在価値）（1．35）は登場

していない．そこで，以下の議論においては，それを議論の中に導入する．

　そのために，新しい状態変数劣。（のを

・・o
iの一∫1｛”（の1（の一∬［・（の，ε］｝・一・・砒

　　　　　　　　卯。（0）瓢0

によって，またベクトルτ（のを

によって定義する．

・（の�j］

（1．50）

（1．51）
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　このとき，」（1）＝りσo（T）となるから，最小にすべきものは新しい状態変数

劣。（ののオ＝Tにおける値である．また謬（のの初期状態を

　　　　　　　　　　　　　　　…1こ］

によって表わす．

　状態変数κo（のを上のように定義すると，ωo（のに関する制御プロセスは

　　　　　　　　♂劣。（オ）／（1ε鴬｛”（診）1’（孟）一∬［ω（む），　オ］｝θ一π　　　　　　　　（1．52）

となる．

　初期状態∬oから始まり，投資政策に関する制約（1．36）をもつ制御プロセス

（1．52），（1．16）の到達可能点集合を孟（T）で表わすと，．4（T）は¢oから始ま

るトラジェクトリ謬（ののすべての終期状態から成る集合であり，τ（めは微分

方程式体系（1．52），（1．16）の投資政策1（の⊂9（0≦診≦7）に解する解である．

　さて，1（のの値はコ／パクトな制約集合9に属するから，目的汎関数と資

本ストックの到達可能集合遵（T）は（π＋1）次元ベクトル空間丑η＋1において

有界である．そして，孟（T）の鍔空間Eηへの射影は厳密に凸なるコンパクト

な集合且（T）である，われわれは，以下において，集合五（T）の幾何学的性

質を問題にするのであるが，そのときりゆ。（T）を垂直方向に測るものとすれば，

・4（T）の上方境界（upper　bo耳ndary）がどのような形のものであるかは問う

必要はなく，その下方境界（lower　boundary）のみが問題である．それは，

われわれが，目的汎関数（負の現在価値）」（1）置κo（T）の最小化の問題を扱

かっているらである．

　さて，ここでは，拡大された制御プロセス（1．52），（1．16）にしたがって，初

期状態τoを到達可能点集合孟（T）の下方境界の点に移す投資政策1（の⊂9

（0≦ε≦T）を極値投資政策と呼ぶことにし，集合・4。を次のように定義する．

すなわち，冗0≦り弓0なる点（xo，劣）∈…∠皇（7▼）が存在するすべての点⑫0，勿（≡丑π＋1

の集合として・4．を定義する．23）

23）　したがって，・4。の下方境界の点はオ（T）の下方境界の点である．
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　このとき，．」（1）＝の。（T）を最小ならしめる最適政策の存在が次のように主

張できる．

［主張51初期状態蜘から始まり，投資政策に関して制約

　　　　　　　　　　0≦1（¢）≦1’皿ax　　　　（0≦彦≦11）　　　　　　　　　　　　　（1．36）

　をもつ制御プロセス

　　　　　　　（沼劣。（孟）／d冠＝｛ω（孟）1（ε）＿∬【劣（オ），　司｝θ一7‘　　　　　　　　（1．52）

　　　　　　　｛江つゆ（ε）／（沼古＝1て¢）一δαコ（ε）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．16）

　を考える．このとき，集合．4．はE醐における閉凸集合である．したがっ

　て，集合．4。の下方境界は到達可能点集合孟（T）に属し，それは資本ストッ

　クの到達可能点集合孟（T）上で定義された三三曲面を形成し，負の現在価

　値J（の＝が（T）を最小にする最適投資政策が存在する．

［証明1最初に集合，4。が閉集合であることを証明する．そのために，Eη＋1の

　点

　　　　　　　　　　　　　　　・一［f］

に収束する点列

　　　　　　　　　　　　　　［α0りα”］

を考える」集合五．の定義により，げ（T）＝αり，砂（T）≦αo”なるトラジェ

クトリ

　　　　　　　　　　　　雌［劉

をもつ投資政策1”（の⊂9（0≦診≦T）の列を見つけることができる．さら

に，［主張1］により，投資政策列（の部分列，ただし同じ記号で表わす）

1ツ（のがある投資政策1（の⊂ρ（0≦オ≦T）に弱収束し，対応する資本スト

ックのトラジェクトリの列嫉のがあるトラジェクトリ醍のに弱収束する

ものと想定することができる．すなわち，

　　　　　　　　Iim　1・（の＝1（の⊂9（0≦オ≦T）
　　　　　　　　　ツ■ウOP
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　　　　　　　　　1im劣”（の漏恋（の

　　　　　　　　　レ→o◎

よって次の不等式が成立する．

　　　　　　　　　　limαo”噸。≧1im　i㎡030”（T）’　　　　　　（1．53）
　　　　　　　　　　ンーウ00　　　　　　　　　　　　　　　P→go

また，制約集合9がコンパクトな凸集合であり，到達可能点集合4（T）が

E婦において有界であることにより，

　　　　　　　　　　　lim　inf％o・（T）≧露。（T）　　　　　　　　（1．54）

　　　　　　　　　　　ツ→◎o

が成立する．

したがって，（1．53）と（1．54）により，投資政策1（6）に対応するトラジェク

トリ

　　　　　　　　　　　　　・（の儲］

の終期状態は

　　　　　　　　、・の一［労。（T）］∈且（T）

である．よって，δ∈…五。となり，11。がR”＋1における閉集合であることが

証明されたことになる．

ところで，もし終期状態δが到達可能点集合孟（T）の下方境界に属するな

らば，露。（7）＝4。，妖丁）謀σとなり，したがって，投資政策1（のは初期状

態τ。を終期状態δに移す．よって，集合孟。の下方境界はノ1（T）に属する．、

最後に，到達可能点集合孟（T）の下方境界（したがって4”の下方境界）が

凸であることを証明する．

二つの投資政策11（の，12（の⊂9（0≦む≦7T）に対応する孟（7）の下方境界

の2点を，それぞれ，ガ（T），♂（71）とする．いま，点・P

P一
b
j

を，

P＝μ1（T）＋（1一μ）π2（T）　（0≦μ≦1）
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　　　　　　　　が（7）一［調．r減・）

によって定義すると，4（T）㊧下方境界が凸超曲面であることを証明するた

め陽初鰍態”・を終三態群移す願政策が繊できて・終三態

Pが到遡能であること・すなわちで∈孟のなる・と赫せばよい・、，

そこで，対応するトラジェグトリωoμ（の，げ（のをもつ投資政策1μ（のを

　　　　　　∫μ（の＝μ1（の＋（1一μ）12（の　　（0≦μ≦1）

によって定義する．このとき，投資政策1μ（のによる資本ストリクの終期状

態は，［主張1】の証明で示されたように

　　　　　　　　りρμ（7）＝燭1（T）十（1一μ）％2（T）＝P

である．他方」（1μ）＝劣。μ（T）については

…（T）一∫1｛ω（のP（の一π【・・（の，ε］｝・一脇

　　　一∫1｛”（・）［…（の・（1一〃）・・（の］

　　　　　　　　　　　　　一π［μ劣1（の十（1一μ）劣2（の，ご］｝θ一γ‘〔泥

が成立するが，この右辺の被積分関数ゐ第一要素は1セごついて1次であり，

関数∬はり窪について凹であることが仮定されいるから，

∫1｛”（の【μ・（の・（1一・）・・（の】一∬圓）・（1一・）・・（の，・】｝θ一傾

≦μ∫1伽（の1・（の一∬［・1（孟），孟］｝・瑠

　　　　　　　　　　　　　・（1一・）∫1｛”（の・・（の一∬［・・（の，・］｝・一嘱・

　詔卿01（T）十（1一μ）劣02（T）

　濡po

したがって

　　　　　　　　　　　　　　劣。μ（T）≦po

ところで，∫1（の，12（のの値は計画期間［0，T］においてコンパクトな凸集合

9⊂Rηに属するのであるから，それらに対応する資本ストックのトラジェク
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トリガ（の，灘2（のの終期状態ガ（7），げ（T）は共に資本ストックの到達可

能点集合孟（T）に属する．したがってIloが

　　　　　　・・の一∫1｛”（のr（の一∬［・1（の，・1｝醐・

　　　　　　…（T）一∫1伽（脚）一∬【が（の，・］｝・瑠

　の非負凸1次結合として表わされることを考えると，負の現在価値と資本ス

　トックの終期状態Pは到達可能であることがわかる．すなわち，P∈孟（7）

　である。

　以上により，到達可能点集合4（T）の下方境界は資本ストックの到達可能点

　集合A（T）上の凸超曲面であり，集合．4，はR僻1における凸集合である．

　到達可能点集合漣（7）の下方境界は激論曲面であるから，ぱ4（T）の下方境

　界にはが（T）の値が最小になる点があり，この点は到達可能であるから，初

　期状態筒をこの点に移す最適投資政策が存在する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

　以上は，資本ストックの初期状態ω。をプロセス（1．16）にしたがって制御す

るとき，負の現在価値Jr（1）＝劣0（T）を最小にする最適投資政策が，制約（1．

36）を満すものの中に存在することを主張するものである．

　ところで，その存在が証明された最適投資政策は，上に示されたように，初

期状態晩を到達可能点集合且（T）の下方境界に属する終期状態に移すもので

なければならないから，それは，先に定義した極値投資政策でなければならな

い．そこで，次に，ある投資政策が拡張された制御プロセス（1．52），（1．16）

に対して極値投資政策であるための必要かつ充分な条件を明らかにしよう。

［主張6］　初期状態蜘から始まり，投資政策に関して制約

　　　　　　　　　0≦／（6）≦．1m巳x　　　　　　（0≦オ≦7T）　　　　　　　　　　　　（1．36）

　をもつ制御プロセス

　　　　　　　　‘Z劣。（孟）／（1オ＝｛遅コ（亡）1「（む）一17［謬（オ），　司｝8一γ‘　　　　　　　（1．52）

　　　　　　　　‘珈α：）／臨＝1（の＿δ妖の　　　　　　　　　　　（1．16）

　を考える，対応するトラジェクトリ奴のをもつ投資政策1（のc9（0≦孟≦T）
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　は，微分方程式体系

　　　　　　　罪科［導罫騨｝　㈲

を満し，計画期間［0，T］のほとんどすべてρところで最大値条件

　　　　　ηoω（の1（のθ．γε十η（の1（の＝max【η0ω（の琵一π十η（の1】　（1．56）

　　　　　　　　　　　　　　　　　fεQ
を満す，ゼロでない＠＋1）次の行ベクトルη（の＝［ηoη（の】が存在する

　とき，またそのときに限って極値投資政策である．

【証明］　　　はじめに，投資政策1（の⊂：52（0≦オ≦T）と，それに対応するトラジェ

クトリ♂（のおよび随伴トラジェクトリη（のが微分方程式体系（1．52），（1．

16）および（1．55）を満し，最大値条件（1．56）を計画期間［0，T】のほと

んどすべてのところで満すものと仮定し，このとき終期状態♂（T）が到達可

能点集合五（7）の下方境界点集合に属すること，すなわち1（のは極値投資

政策であることを証明する．24）そのためには，任意の投資政策Z（の⊂θ（0≦

ホ≦T）に対するトラジェクトリを

　　　　　　　　　　　　　・（の一［需］

とするとき，不等式

　　　　　　　　　　　η（1つ）毒（17）≧η（『）¢（T）　　　　　　　　　　　　　　　（1．57）

が成立することを証明すればよい．この不等式から，（1）ηoく0ならば，

歪（7）は・4（T）の下方境界点集合に属し，（2）ηo＝0ならば．4，の1ateral

boundaryに属ずることになる．しかし，ηo＝0ならば，投資政策1（のに

対応する資本ストックのトラジェクトリ奴のは，【主張2】の意味での極値

トラジェクトリであり，したがって資本ストックの終期状態妖丁）は到達可

24）1（のに対応するトランジェクトリ♂（のは

　　　　　　　　　昨［潔］

　である．
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能点集合み（T）⊂1評の境界点集合∂・4（T）に属する，さらに，集合∂孟（T）

の各点に資本ストックの初期状態飾を移す極値投資政策はそれぞれ唯一つ

である（［主張31）から，投資政策1（のは境界点双7）に飾を移す唯一つ

の投資政策である．したがって，終期状態毒（T）は妖丁）の轟直方向にあ

る五（T）の下方境界の唯一つの点である．

以上により，終期状態｛双7）はいずれの場合にも到達可能点集合・4（7）の

下方境界の点であり，したがって投資政策1（のは極値投資政策であるとい

うことになる．

かくして，問題は不等式（1．57）の成立を証明することである．

そのために，内積η（の∬（のを時間揖こついて微分しておく．吻。（の／砒＝0

を考慮すると，

　　　　　　蕩［・（の・（の］一・・響・・（の審・影（の

である。

これを用いると，η（T）灘（T）一η（0）絢は（1．55）を考慮すれば次のように求

められる．

η（T）訂（T）一η（0）訂。

－ll［ηo姻蜘（の御・・＋吻／伽伽

一∫1｛ηo圃・（の一π＠（・），の］θ　＋・（の［・（の一・醐

　　　　＋［ηo∂1∫霧　　司θ一r・＋η（診）δ】劣（亡）｝dl古

祠∬｛プ［豊11！鍵嶺）一∬＠（の・の・一γ‘

　　　　　　　　＋ηo”（の1（のe一ア‘＋η（の1（亡）｝臨

ここで，1（のを1（のに，

記（7り一η（0）鞠を求めると，

　　　η（T）必（η一η（0）躍。

（1．58）

また妖のを爾（のに特定化して同じようにη（7マ）
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ミ

　　　一∫1｛・・［∂π野1殉一廊1の，のレ・

　　　　　　　　　ナηo”（君）1（診）θ㎝γε十η（孟）1（ε）｝♂ε　　　　　　　　　　　　（1．59）

となる．

ところで，投資政策1（の⊂紹（0『勲≦T）は，計画期間［0，Tlの嫡ζんどす

べての、とζろセ『おいて六大値条件（1．56）を満すことを仮定したから，［0，霜

のほとんどすべて㊧≧ころで

　　　　ηOzθ（孟）1（ε）θ一γ‘十η（ε）1（め）≦ηOzo（6）1（診）8一「‘十η（む）1（ε）　　　（1．60）

が成立する．また，operating　Profit∬はωの凹関数であることが仮定さ

れ：ているから，

∂π［]）・亡1・・（の一聯），・】≦∂∬［饗），亡｝・（の一姻・），司（1．61）

である。

（1．55）を考慮すると，（1．58），（1．59），（1．60）および（1．61）によって不等

式（1．57）の成立が示される．

今度は逆に，対応するトラジェクトリ♂（のをもつ投資政策1（の⊂9（0≦古

≦T）が極値投資政策であり，したがって，初期状態∬。を到達可能点集合

・4（T）の下方境界にある終期状態露（T）に移すものと仮定する．

そこで，η（T）＝［η。η（T）］をEη＋1の凸集合，4，に対する歪（T）における外

向き法線ベクトルとする．このとき，明らかに，ηo≦0であり，資本トック

の終期状態駅丁）がその到達可能点集合み（T）の境界上にあるときηo漏0

である．いま，η（のを，亡＝Tにおける終期条件η（T）の下での随伴微分方

程式体系（1，55）の解として定義すると，証明すべきことは，計画期間［0，幻

のほとんどすべてのところで最大値条件（L56）が成立することである．こ

のことをηo＜0の場合とηo＝0の場合に分けて証明する．

まず，ηo＝0の場合は，η（T）は境界点妖丁）における到達可能点集合且（T）

の外向き法線ベクトルであり，このとき

　　　　　　　　　　　η（の1（の＝maxη（の1
　　　　　　　　　　　　　　　　　ノピゆ
が0≦孟≦Tのほとんどすべてのところで成立することは，すでに［主張2］
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において示されている．

次に，ηo＜0の場合について証明する．

この場合はη。＝一1としても一般性を失わないからそのように仮定する．さ

て，投資政策1（の⊂9（0≦亡≦T）が，計画期間［0，T］の正の長さをもつ

ある部分区間において最：大値条件（1．56）を満さないものと仮定し，投資政策

1（の⊂9（0≦ε≦T）を次のように定義する．

　　　　　一ω（の1（の〆＋η（の1（ε）瓢max［一”（の1θ一・・＋η（古）11

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1∈ρ

そして，Kを，区間（0，　T）の正の長さをもつゴンパクトな部分区間であ

って，その上で投資政策1（のと7（のとが共に連続でありジかつある定数

γ＞0に対して

　　　一書）1④θ一τ‘＋η（の1（ご）〈一z・④1（のθ一・・＋ηα）1①一γ

であるような部分区間であるとする．そこで，集合κ∩（オ1，61十ε）がすべ

ての小さいε＞0に対して測度ε［1＋o（ε）］（ここでIim　O（ε）＝o）をもつよう

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε→0
な時点あ芒Kをとり出す．そして投資政策双のを次のように定義する．

　　　　去（の一｛1：ll：謡趨誘欝欝て）

このとき，充分に小さいε＞0に対して，投資政策1ε（のに対応するトラジ

ェクトリ謬‘（のは，投資政策1（のに対応するトラジェクトリ記（のを一様に

近似する。すなわち，計画母乳【0，Tjにおいて，あるん＞0に対して

　　　　　　　　　　　　1謬ε（の一記（のi＜んε

である．（∂π／伽）θ一πは連続であるから，

解熱）［四一醐・一叱〃［鵬・］・…・凧い］蒼く・・ω

が成立する．

そこで，この証明の前半における計算を利用すると

　　　　　　　η（7）π‘（7）一η（0）訂。

一∫1｛一『驚％の一〃＠・（の，の］ピ・
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　　　　　　　　　一一zθ（ε）1ε（ε）θ一γ霧＋η（ε）1ε（診）｝（諺め

であるから，以上により

　　　　η（T）♂（T）一η（T）げ（T）

≦∫1｛∂∬霧の1げ（の一醐］一∬［げ（の，・1・∬［・（胴｝〆伽

　　　　一γε【1・←0（ε）1

　よって，充分に小さいε＞0に対して

　　　　　　　　　　　η（T）毒（T）くη（T）ガ（T）

　が成立する．

　しかるに，η（のは到達可能点集合4（T）の下方境界に属する点毒（T）にお

　けるオ（T）の外向き法線ベクトルであるから，このことは不可能である．

　したがって，極値投資政策1（の⊂9（0≦孟≦7▼）は，随伴トラジェクトリ

　η（のの下で最大値条件（1．56）を計画期間10，T］のほとんどすべてのところ

　で満すものでなければならない．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

　以上の住田51と【主張6」において，われわれの問題には最適投資政策が

存在すること，25）それは極値投資政策でなけれぽならないこと，そして，ある

投資政策が極値投資政策であるための必要かつ充分な条件が何であるかが明ら

かにされた．したがって，最適投資政策は極値投資政策の中に含まれているわ

けであり，ある投資政策が極値投資政策であることは，その政策が最適投政策

であるための必要条件となっている．

　そこで，次に，ある投資政策が最適投資政策であるための一つの充分条件を

明らかに．しよう．

【主張7】初期状態筒から始まり，投資政策に関して制約

　　　　　　　　　　0≦1（の≦lmax　　　（0≦ご≦7’）　　　　　　　　　　（1．36）

　をもつ制御プロセス

　　　　　　　　♂劣。（捗）／d冠罵｛zo（6）1（診）一∬【劣（6），　6」｝θ一「占　　　　　　　（1．52）

25）ただレ・最適投資政策が唯一つであるということまでも証明されたわけではない．
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　　　　　　　　　　　　♂ω（診）／（Z孟＝1（虚）一δ詔（ε）　　　　　　　　　　　　　　（1．16）

　を考える．対応するトラジェクトリ

，1　遡儲］．
　をもつ投資政策1＊（分⊂9（0≦ε≦T）は，¢＊（の，1＊（のおよびη（のが微分

　方程式体系

　　　　　　　撃）一一∂∬【砦），ε］・…・・（のδ，η（T）一・　（・．62）

　を満し，かつ計画期間［0，T］のほとんどすべてのところで最大値条件

　　　　一妖の1＊（のθ一プ‘十η（の1＊（の躍max【一”（の∫θ一π十η（の1］（1．63）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1∈ρ
　を満すならば，最適投資政策である．26）

［証明】1＊（の，∬＊（の，およびη（のは（1．62），（1。63）を満すすものとp，ト．

　ラジェクトリ

　　　　　　　　　　　　　　瑚一［懇11

　をもつ任意の投資政策を∬（の⊂2（0≦ご≦7）とする．

　［主張6】に挙げる計算と同様にして一りゅ。（の＋η（め彊（のを掃こついて微分

　すると，

　　　　　藷卜・・（の・・（聯）ト誓・塾（の・・（の霧

　であるから，（1．52），（1．16），（1．62）を考慮すると，27）

　　一ωo（T）一η（0）飾

　　一∬｛一［・・（の∫（の一．π＠α）・の］・…・［辺（蓉P・一…（のδ］瑚

　　　　十η（め）［1（孟）一δa3（孟）］｝d孟　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．64）

　が得られる。

　ここで，投資政策を1＊（のに，対応する資本ストックのトラジェクトリを

26）ηo＝一1であることに注意，
27）η（7）＝6であることに注意．
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a5露（6）に特定化すると，．’一の。＊（T＞一η（0）”bカミ（1．64）と向様に求められ

る．これらの二つの式を用いると，

　一翻じ。＊（T）＋劣。（T）

　　一∫1｛∂π（蓉1・の【・（の一・・（の1・瑠初⑫・（の，の一∬⑫（の，の】・一・

　　　　＋卜”（の1＊（のe一γε＋η（の1＊（のH一ω（の1（のθ一7‘＋η（のz（の】｝砒

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．65）

　が得られる．　1　　　　　　　　　　　　「　　　　　　　　　、

　ところで，投資政策∫＊（のは計画期間［0，T1のほとんどすべてのところで

　最大値条件を満すのであるから，［0，刎のほとんどすべてのところで

　　　　一”（の1＊（の・一”＋η（の1＊（の≧一ω（の1（の・一γ‘＋η（亡）1（の

　が成立する，また，operating　profit　1τは劣の凹関数であることが仮定さ

　れ，ているから

　　　　　∂∬［砦），オ】［・（の一が（・！】≧∬［・（の，・1一∬［が（の，ε］

　が成立する．

　よって，（1．65）の右辺の被積分関数は計画期間［0，7］のほとんどすべての

　ところで非負である，したがって

　　　　　　　　　　　　　謬。＊（T）≦鍔。（T）

　すなわち，投資政策1＊（の⊂ざ2（0≦亡≦7）は目的汎関数」（∬）鶏が（T）を

　最小にする最適投資政策である，　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

　さて，いままでの議論にしたがうと，その存在が証明されている最適投資政

策1＊（の⊂9（0≦ε≦T）と，．それに対応する資本ストックのトラジェクトリ

が（めおよび随伴トラジェクトリη（のは，微分方程式体系

　　　　　　　面（の／（泥諏1（の一δりゆ（の，　　・劣（0）訟勿。

吻（の／・ト『早［”1毒の，診｝θ一π＋・（の・，・（7）』・

を満し，計画期間［0，T】のほとんどすべてのところで最大値条件

　　　　　一ω（の1＊（のθ魂＋η（の1＊④＝max［一”（の1θ一γ‘＋η（の∫】

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ∈…Ω
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を満す1＊（の，κ＊（の，η（のとして得られるはずである．

　そこで，最適な投資政策1：＊（のに対応レて，最適なトラジェクトリ¢＊（のと

随伴トラジェクトルη（のがどのように決定されるかを簡単に述べると次のよ

うになる．

　まず，最大値条件（1。63）によって∫＊（のがη（のの関数として決定されると，

微分方程式体系（1．52），（1．16）は初期条件∬（0）瓢∬・の下で解くことができ

て，rトラジェクトリ¢o＊（のとが（のとがη（のの関数として得られる．そし

て，これらの関数をη（のについての微分方程式体系（1．62）に代入すると，終

期条件η（T）瓢0をもつπ個の線型微分方程式が得られ，それらを解くことに

よってη（のが決定される．

　このことを下に証明しておく．

［主張剖　初期状態鞠から始まり，投資政策に関して制約

　　　　　　　　　　0≦1（孟）≦1’出ax　　　（0≦め≦コP）　　　　　　　　　　　　（1．36）

　をもつ制御プロセス

　　　　　　面。（の／砒禦伽（の∫（の一∬【訓ケ（の∴オ］｝〆孟

　　　　　　伽（の／砒＝1（の一δ妖の

を考える．このとき，微分方程式体系

　　　　　（涙超（診）／d孟＝∫＊（診，　η）・一δ』じ（診）

砺（の／伽一∂恥義1）・め］・…・，（の・，，の一・

の解25＊（の，η＊（のが存在する、，ここで1＊α，η）は最大値条件

　　　　一②〃（の1＊（のθ一γ‘＋η（の1＊（の＝max卜煎）∫θ｝γ‘＋η（の1］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫E9
　によって決定される．

に対応する資本ストックの最適トラジェクトリはω＊（のである．

［証明】

（1．52）

（1．16）

最適投資政策は∫＊（の＝∫＊（ε，η＊（の）であり，それ

　　　投資政策1＊（のが対応するトラジェクトリ∬＊（のによって初状三態

飾を終期状態τ＊（7）に移す最適投資政策であるとすると，∬＊（T）は到達可

能点集合4（T）の『下方境界に属する点であり，しかも可能な任意の終期状態

τ（T）に対して，留。＊（7）≦露。（7T）が成立し，境界点〆（T）においてaじ。＝0
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　に平行な孟（のの支持超平面が存在する．したがって，ベクトル

　　　　　　　　　η＊（7マ）＝＝【ηo＊（望「）　η＊（T）1＝＝正一1　　0］

　はこの点における五（7）の外向き法線ベクトルとして定めることができる．

　いま，η＊（のを，η＊（T）．＝0の下での微分方程式体系

　　　　　　　　　　誓）一一∂∬［¢1毒の・オ】グ・＋・（のδ

　の解とすると，［主張6】によって，投資政策1＊（のは随伴トラジェクトリ

　η＊（のの下で最大値条件を計画期間10，T】のほとんどすべてのところで満

　足する．すなわち，1＊（の＝1＊（ε，η＊（の）である．　　　　　（証明終り）

　ところで，最大値条件

　　　　一ω（の1＊（のθ一7‘十η（の1＊（の＝max卜ω（の∫θ一「‘十η（の1】（1．66）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1∈ρ
は，関数H（Hamiltonlan関数）・を

　　　　　H＝編＿｛似り（古）1（ε）＿π【05（亡），　司｝θ一π餉十一η（孟）【1（診）一δ劣（ε）】　　（1．67）

によって定義するとき，Hを1について最大にすることと同値である．

　ここで，以下における計算をやり易くするために

　　　　　　　　・　　　　　　　　　　乎》（め）＝＝η（孟）θ『‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．68）

によって定義されるベクトル関数ψ（のを導入する．ψ（のは粗投資1（のの帰属

価格ベクトルと解釈される．このとき

　　　　　　　　　　d；η（め）／d影躍θ一γ‘d：ψ（め）／dlε一7rψ（¢）θ一γ‘

であるから，境界条件η（T）濡0をもつ微分方程式体系

　　　　　　　　　誓）一一∂π［響）・オ1θ…＋・（の・

は

　　　　　　　　　撃L一∂∬［”差毒の・ホ】・・（の（倣E＋δ）　（1．69）

と変形される．ここでEは鴨次の単位行列であり，診＝Tにおける境界条件は

ψ（T）＝0である．

　また，最大値条件（1．66）とHamiltonian関数（1．67）も同様に（1．68）を用

いて，それぞれ，次のように変形される．
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　　　　一”（の1＊（の十ψ（の∫＊（の＝m翫x［一”（のZ十～ρ（の1］　　　　　　（1．70）

　　　　　　　　　　　　　　　　∫∈ρ
　　　　Hニ・一｛ω（亡）1（ε）一∬［っ。（古），　ε］｝θ一γ6十g）（診）［1（オ）一δω（め）］θ一γ‘　（1．71）

　したがって，最大値条件（1．70）を満す，あるいはHamiltonian関数（1．71）

を最大にする投資政策は，関数Eゴを

　　　　　　　　　　114二一釧り（亡）1（ε）十ψ（オ）1（オ）　　　　　　　　　　　　　　（1．72）

によって定義すると，H4を1について最大にすることよって，ρ（のの関数と

して得られる．

　関数E4は■について1次関数であることに注意すると，∬4塾したがって

Hを最大にする投資政策は次のようになる．

（1）ψ（の〉”（のならば，H」の値は1の値が大きくなるほど大きくなるから，

　ψ（の〉”（のが成立するオ∈［0，TRと対してはH4を最大にする投資政策は

　1＊（の講1m眠である．

（2）ψ（の雲頭のならばH4は任意の1の値に対して同一の値をとるから，

　ψ（の＝ω（のが成立するオ∈［0，T工に対してはH」を最大にする投資政策は

　一義的に定まらず，1＊（のは0≦1＊（の≦fm。xなる任意の値をとればよい．

③ψ（のくω（のならば，π」の値は∫の値が小さくなるほど大きくなるから，

　ψ（の＜ω（のが成立するオ∈【0，T］に対しては研を最大にする投資政策は

　1＊（の＝0である．・

（4）旗1，2，……，％の中に

　（a）卿（の〉卿ゴ（の，（b）侮（の躍鱗（の，（c）ψ‘（のく勘（のなるあん，Zが混在

　するならば，H」を最大にする投資政策は

　（a）卿（の〉勘（のなるゴと雄［0，T］に対しては1＊，（の＝1伽ax，

　（b）殊（の＝晦（のなるんとむ∈［0，刀に対しては0≦∫＊κ（の≦∫漁。xなる任

　　意の値，

　（c）ψ‘（のく”‘（のなるZと孟∈［0，Tjに対しては1‘＊＝0

　である．

　ところで，上の（1），（2），（3）は（4）の特別の場合であるから，われわれは，

Hamiltonian関数を最大にする投資政策について次のように主張することが



　できる．

［主蝶9】H：amiltonian関数πを最大にする．（最大値条件（1．70）を満す）投

．奪政策嫡次の通りである．すなわち，計画期間【0，T1に属する時点¢にお

　いて

　〈1）その価格が帰属価格より低い（ωゴ（のく卿（の）資本財については，可能

　　な壕大限の粗投資（ろ＊（の＝∫伽。。）を行う．

　（2）その価格が帰属価格に等しい（？砺（の濡侮（の）資本財については，制約

　　（1．36）を満す任意の大きさの粗投資（0≦1㌃＊（の≦1伽。。）を行う．

　（3）その価格が帰属価格より高い（2〃‘くの〉靴（の）資本財については，財投

　　資の水準をゼロ（1‘＊（の＝0）とする．

　粗投資，資本ストック，および帰属価格の最適径路は，上の［主張9］と，境

界条件妖0）＝飾，ψ（T）＝0をもつ先の微分方程式体系（1，16），（1．69）を用

いることに‡って求められるのであるが，これはいわば計算の問題であるから，

ここではこの問題にぽ立ち入らないこととし，以下においては，種々の考えら

れる状態の下で最適径路がとり得るパターンについて検討を行うことにする．

　さて，そのために若干の準備を行う，

　まず，集合｛1，2，……，喝を記号1で表わすことにしよう．そして，計画

期間［0，T］に属するある籾こ対して，凱（の＜ψε（のが威下するとき，それら

の6の集合を恥（の，勧（の＝ψご（のの成立するめ集合を1F（の，筋（の〉ψε（の

の成立する盛の集合を∬o（のによって表わす，このとき，集合塩（の，∬ア（の，

1。（のはそれぞれの雄［0，T］に対して1の部分集合であり，また，それぞれ

の6∈［0，T］に対して

　　　　　　　　　　　1翌（のU∬F（の∪10（の需1

である．さらに，それぞれの雄［0，T］に対して，∬訳の，1F（の，∬o（ののう

ち少くとも一つは空集合であってはならず，それらの共通部分は同一のオ∈【0，

刀に対してすべて空集合でなければならない．

　したがって，計画期間［0，幻に属するそれぞれのめに対して

．（i）1＝∬麗（の　　！∬・（の飾（診）綴φ）．
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　（ii　）　　　1＝∬r（診）　　　　　　　　 （1冴（診）＝10（孟）＝φ）

　（iii）　　　1コ10（ε）　　　　　　　　　 （1灘（診）＝1F（孟）＝φ）

　（iv）∬訳の，1■（のが空集合でなく

　　　　1π（のU1■（のニ1　（10（の瓢φ）

　（v）∬訳の，1。（のが空集合でなく

　　　　1M（のUlo（の＝1　（1刃（の＝φ）

　（vi）∬F（の，10（のが空集合でなく

　　　　Ip（のU∬o（の＝」　（∬班（の＝φ）

　（vii）々（の，∬〆の，∬o（のカミ空集合でなく

　　　　1班（のU1刃（のUIO（の欝1

のいずれか唯一つが必ず成立する，

　そこで，（i）が成立するような，計間期間［o，T］の部分区間を1濯型部分区

間と呼び，記号丁〃によって奉わす二とにする．以下同様に，（ii）～（vii）が成

立する［0，T］の部分区間を，それぞれ，∬F型，10型，1礁型，∬脚型，IFO型，

1艀0型の部分区間と呼び，それぞれ，記号Tp，　TO，7〃F，　T㈱，望FO，7℃〃pO

によって表わす．

　かくして，上の各種の部分区間における，．資本財の現実の価格と粗投資の帰

属価格との関係，Hamiltonian関数Hを最大にする投資政策は下のようにま

とめることができる．

部分区間 競（のと㊨（のの関係 関数Hを最大にする1＊（の

玩型：TM 瞬）卿）…all喪・一・・ω・一…all…一・・（の

…型…i勘（晦（の・・r・ll胴・（の1・≦ム・（の≦ム…・…ll眉・ω

∬o型：T。
蝋・）〉・・（の・…ll奄・∬一・・（の1・ for　all　ゼ6∬＝10（む）

為fF型＝TMF

勘（のく卿（の　　　②ε1鼠の｛　　　　　　for
槻ω＝卿（の　　ゼ♂Fω

緬型・恥
ｰ1綴演：1藩〉

ムm。x　　　　　　　　　i6∬鼠の｛　　　　　　　for
o≦1、＊（の≦ムm・。　　擢F（診）

｛争㌔1：篇）
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1即型：7即
”ε（の＝ψ¢（の　　　づξ1ン（のo蝋の〉卿（の・・r蜘） 0≦1z＊（の≦1¢max　　　ゼ‘1ン（のo。　f・㌦為（，）

砺型・恥
oliii雛i㎞雛 1窒昏一㎞i躍

　いま，θε（の（旗1，2，……，π）を，粗投資の帰属価格と資本財り現実の

価格との比として，すなはち，

　　　　　　　　・・（¢）一翻　（何・a……・％）　（・・73）

として定義すると，．上の各種の部分区間においてθε（ののとる値は下のように

なる．

部分区間　　　　　　　　　　θ乞（の

1厚型：7遅　　　θ‘（‘）＞1for　a11ぜ‘1＝1君（の

1F型：7争 θε（の＝1　for　all　i6∬＝1」〈の

為型：Tb θ¢（診）＜1　for　a11　つ61冒1b（‘）

1一型＝望〃■

θ‘（の＞1　　つ6∬泓（のo，、ω。、㌦（、）

∬脚型＝7解。

θ¢（の＞1　　i61忽（のo　　　　　　　forθ、（のく1　　輔・（の

寿。型：7F。

θ名（ご）＝1　　　　　ぜ61戸（ε）　　　　　　　　　　　・o　　　　　　　forθ¢（のく1　　②61。（の

」財ア。型：7材F。

θ言（の＞1　　ぜ6∬謎（の

ﾆ¢（の＝1for②6■F（の

ﾆε（のく1　　i610（の

　さて，われわれのモデルの仮定だけからはあまり多くのことは解明できない

が，以下において，これらの各種の部分区間において資本ストックと粗投資の

帰属価格の径路がどのようになっているか，また，資本ストックの変化が帰属

価格にどのような影響を与えるか，資本ストヅクの変化が帰属価格と現実の価

格の比に対してどのような影響を与えるかについて検討する．
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　そこで，上に述べた問題のうち後の二つの問題を考察するために，ここで次

の二種類の量を定義しておく。

　資本ストック妖のと粗投資の帰属価格ψ（のは1（の⊂9（0≦亡≦T）セこ対し

て微分方程式体系

　　d；α㌃（捗）／d諺翻∫i（オ）一δ惑つゆ¢（オ）　　　　　　　　　（盛＝＝1，　2，　・。。…　，　？z）　　　　　（1．74）

蜘）鵬一∂∬［雪毒1）・亡］・㊨（診）（T十δの　
（ぜ＝1，　2，　・・。。・・）（・・75）

を満すものでなければならない．（1．74）で（1．75）を割って，その結果に

娩（の／＠（のをかけると，

　　　　　娩（の璽一宇（の｛一∂π1籏）・オ］訪＋（・＋傷）｝

　　　　　ψz（の●伽（の一　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≧（の一δ幽（の

　　　　　　　　　　　　≡≡五7（劣乞，　ψの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．76）　』．

が得られる．（L76）で与えられる刃（飾，ψ∂をここでは「帰属価格の資本ス

トック弾力性」と呼ぶことにする．

　同様にして，（1．73），（1．74），（1．75）から

　　　　　　巫a．‘θ・（の＿り6・（の囮‘）面取一ψ・（の晦／朔
　　　　　　θ毒（古）　　d；餌名（孟）　一　　　 9z（め）zOz（め）［1乞（古）一δ¢劣乞（む）1

　　　　　　　　　　　　　一恥，卿）一蝋，聖血警綴（，）］

　　　　　　　　　　　　　…≡五7（αヲε，　θ君）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．77）

が得られる．（L77）で与えられるE（観，θ∂を「価格比の資本ストック弾力

性」と呼ぶことにする．

　ところで，（1．76）から

　　　　　　　　　　　讐蔚蜘・調』譜

であるから，帰属価格の資本ストック弾力性と資本ストックの成長率との積は

帰属価格の成長率に等しいことになる．

　また，同様に，（1．77）により

　　　　　　　　　窯響・E（簸，θf）一陣讐一顎脚



　騎

であるから，価格比の資本ストック弾力性と資本ストックの成長率との積は帰

属価格の成長率から資本財価格の成長率を差し引いたものに等しいことにな

る．

　さて次に，資本ストック妖ののいくつかの特定の値を次のように定めてお

く．’

　まず．d銑＊／砒篇0となる観（のの値を妨（仁1，2，……，η）で表わし，

それらから成る％次の別ベクトルを0¢1によって表わす．特に，1乞＊（の＝1伽．

に対してd鋤＊／臨＝0となる礎（のの値を観m。．（胆1，2，……，％）で表わ

す．すなはち，飾m。。＝1¢m。。／δ毎（⑦＝L　2，　・・一・・，　η）である．留伽。．から成る

箆次列ベクトルを1 磨B、で表わす．次に，卿（の詔勧（のの条件の下で吻ノ砒

罵0ならしめる妨＊（のの値を娯（旗1，2，……，η）で表わす．　したがっ

1て，劣z2 ?Cそれらを成分とする％次列ベクトルを訓ρ2によって表わすとき

　　　　　　　　　　　　∂∬霧，εし”（の囮＋δ1

の解である，

　以上のことを準備しておいて，先に定義した各部分区間においていかなる事

態が生じるかを検討しよう．

　（1）1冠型部分区間：丁疋

　部分区間7’躍に属する亡に対しては，すべての盛∈1についてθf（の＞1（軌

（のくψz（の）であって，関数丑を最大にする（最大値条件（1．70）を満す）投資

政策は

　　　　　　　　　　　　1＊（の＝lmax　　¢∈7の

である．よって，投資政策Im。。に対応する資本ストックが（のは部分区間7濫

セこおいて

　　　　　　　　　　　　♂』ゆ＊（の／（泥＝Imax一δω＊（の　　　　　　　　　　　　　（1．78）

にしたがって変動する．

　ところで，部分区間7▼Mは，存在するとしても，計画期間［0，T】の中の一

箇所にだけ存在するとは限らないが，ここでは塩型の部分区間である一つの
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部分区間をとって考える．以下の議論は他の古型部分区間についても同様に

成立する．

　いま，このような一つの部分区間の出発点がε評，終点が毎Mであり，この

出発点における資本ストックの水準が飾麗であるとすると，投資政策．τ＊（の＝

Im。x（診。訂≦ε≦あ冠）に対応する資本ストックり。＊¢）は（1．78）によって次の

ように与えられる．

　　　　　　　・・（の一・一δ贈∫1！・一・・・・・…（・・凝≦・≦の（1・79）

　他方，粗投資の帰属価格ψ（のの変動を支配する方程式は

　　　　　響一一∂π［灘差毒の・6】・・（の（・E・δ）（汚。・≦・≦の　（・．8・）

である．

　このような1耀型部分区間について，われわれは次のように主張することがで

きる．

【主張10】IM型部分区間恥においては次のことがらが成享する．

（・）最適資本スト・ク観＊㊨の値カミ

　　　　　　　　　　　　　飾＊（め）鄭1ゼ＝飾皿。x

　　であるにしたがって

　　　　　　　　　　　　　　　面ガ＊／（泥目0

　　となる（複：号同順）．

　（b）最：適資本ストックが（のの値が

　　　　　　　　　　　　　　　即＊（の≧ω2

　　を満すとき，粗投資の帰属価格について

　　　　　　　　　　　　　　　吻／砒＞0

　　が成立する．

（・）ω、＊（の〉筋m。x≧062，，劣、＊（の≧κ2、〉簸＿，または¢乞＊（の〉飾2≧瑚＿な

　　る飢＊（のと庭∬に対してぱ8（銑＊，ψ∂〈0である．

　　また，銑m。。＞」じ五＊（の≧略なる銑＊（のとゼ∈1に対してはE＠z＊，ψ∂＞0

　　である．
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（d）資本財価格凱（のが時と共に下落しているか，あるいは時を通じて一定

　　であるならば，E＠‘＊，θのの符号について，　E＠乞＊，争言）の符号について

　　と同じことが主張できる。

［証明】はじめに，投資政策1＊（の濡∬m。。に対応する資本ストックの最適水準

　が（のが時と共にどの方向に変化するかを検討する．部分区間7’亙において

　は，吻¢＊／砒儒0ならしめる資本ストックの水準は，上の定義から明らかに，

　婿＝コ66m。。であるから，それぞれのづ∈∬に対して

　　　　　　　　　　　　　亀＊（のiミ婿＝り5εmax

　にしたがって

　　　　　　　　　　　　　　　三盛＊／（瀦華0

　となる．

　次に，妖のの変化の方向について調べる．この部分区間においては陽（のく

　ψ乞（のがすべてのづ∈1に対して成立しているから，

　　　　　　　　撃一一∂π［砦凋…伽＋・の

　　　　　　　　　　〉一∂π［寄），彦】＋蝋の（・＋δ・）　　（1．81）

カミすべてのづ∈1に対して成立する．

また，がを上のように定義すると，operat三ng　Profit∬が僻こついて凹で

あることによワ，が（の≧がならば，すべてのづ∈1に対して

　　一∂π膿の，孟】・蝋の（・＋・・）≧画趣】畷の（醐（1．82）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝0

が成立する．

したがって，（1．81）と（1．82）により，が（の≧げならば，すべての泥1に

対して

　　　　　　　　　　　　　　吻¢／（泥＞0

である．28）

28）尚，が（の≧〆でない場合におけるdψ／砒の符号に関しては，われわれのモデルの
　仮定だけから確定的なことはいえない．



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5臼

今度は先に定義した二つの「弾力性」・について調．べる．

部分区間丁可について（1．76）を用いると，

　　ムー輿台＊（の撫・・㊧）一』∂π［寄）％1の・（・＋毒）

がすべての②e…1に対して成立する．

しかるに，オe…7訂に対しては筋（のく勉（のがすべてのi∈…∬について成立

するから，

　　　　　　一璽響），％、1の〉「計画）・オ】ω表の

がすべての葱∈1について成立する．したがって，すべての庭1について

∫…吹磨iのE⑫綱〉一∂∬［響）』論・圃1・・＄・）

が成立する．

また，（1．77）を用いると，すべての庭1について

讐謡勢ω撫・，の十∂π［響』尿ず（㌍十δ‘）］一重酵

　　　　　　　　　　　　〉［∂π［りσ＊（ψ　　　　∂鈎）・オ㌦支万・（嘱）］一鵯誇

（1．84）

なる不等式が得られる．

さて，劣＊（の≧〆ならぽ，（1．82）からすべての犯1に対して

　　　　　　　　一∂∬［砦）’，孟】磁）＋（・＋δ∂≧o

が成立するふら，（1．83）により，すべての乞（≡1について

（1．85）

　　　　　　　　　　駈r設跨＊（のE＠・＊，・・）＞o

が得られる．

よって，τ‘m。x一δ茜＊（の≧0にしたがって，　E（簸＊，㊨）≧0となる．そこ

で，飾＊（のi蓬飾m。．のとき，またそのときに限ってd簸＊／砒垂0（f＝1，2，

…，π）であることを考慮すると，E（銑＊，9∂の符号は次のようになる，

すなわち，簸＊（の〉銑m。。≧銑2，簸＊（の≧銑2＞続m。。，または銑＊（の〉現2≧
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簸m。。なる犀（のと詑∫に対しては，訴ずれの場合も1加。窯一δ幽＊（のく0

であるから，E（簸＊，ψ乞）〈0である．　　　r・　　　　　　し

また，亀m。x＞飾＊（の≧¢～なる¢z＊（のと葱∈1に対しては1蝕臨一δ卿志＊（の＞

0であるからE（簸＊，ψ‘）＞0である．

最後に，E（亀＊，、θ∂について検討する．

（1．82）によって，が（の≧げならば（1．85）が成立するから，伽吋協≦0な

らをまご（1．84）セこよ　り

　　　　　　　　　1伽篇笥ε＊（のE⑫・＊，・・）〉・

が郷れる・したが・て・・このときIE（嚇θ∂の符号についてE⑫・＊・

　ψ∂の符号について成立するのと同じことがらが成立する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

　（2）1p型部分区間：7F

　この型の部分区間においてはすべての乞∈1に対してθz（の＝1（瑚（の魑＠

（の）であって，Hamiltonian関数Eは

　　　　　　　　　　　0≦1＊（の≦lmax　　　（ε∈7F）　　　（1．86）

なる1＊（のに対して同一の値をとる．したがって，関数Hを最大ならしめる

投資政策は（1．86）を満す任意の∫＊（のであり，投資政策1＊（のに対応する資

本ストックが（のは

　　　　　　　　　　　　d：劣＊（診）／｛泊う＝1＊（め）一δα｝＊（診）　　　　　　　　　　　　　（1．87）

にしたがって変動する．

　そこで，玲型の部分区間である一つの部分区間をとって考える．その部分

区間め出発点がε07，終点がめノであり，出発点における資本ストックの水準

が卯oPであるとすると，（1．86）を満す投資政策1＊（6）（εoF≦古≦診ノ）に対応す

る資本ストックのトラジェクトリ訓σ＊（のは（1．87）により次のように与えられ

る．

　　　　　　・・（の一・一・・・…∫1。〆・…（鋤（・♂▼≦・≦・ノ）　（1．路）

　また，粗投資の帰属価格ψ乞（のと資本財価格筋（のとはすべての循1と捗∈
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Tpに対して等しいから　　　　　　　　　　　『

　　　　　　　　　4ψ4臨＝（彩筋1（況

　　　　　　　　　　　　煮一∂∬［砦）・ε】＋ψ・（の（・＋δ∂

　　　　　　　　　　　　一一∂π［砦），ご】織（の（・＋・∂　（1．89）

がすべての②∈∬とオ∈T7に対して成立する，このとき，われわれは次のよう

に主張することができる．「

［主張11］∬F型部分区間Tpにおいては次のことが成立する．

　（a）最適資本ストック％＊（のの値が

　　　　　　　　　　　　　　　りゆ乞＊（の巽続玉

　　なるにしたがって

　　　　　　　　　　　　　　　d簸＊／（溌妻0

　　となる．

　（b）最適資本ストック劣＊（のの値が，諾＊（の≧露2を満すときには晦｝／砒＞0

　　であり，が（の≦げを満すときには吻／砒＜0である．29）a，＊（の鷲9σ2のと

　　きには吻／砒鴬0である．

　（C）（i）　り0＊（の≧〆な．る場合には，飢＊（の≧劣～〉簸1，簸＊（の〉娩2≧gO♂，

　　　　g6言＊（の〉自σ」≧婦なる葱∈…1と飾＊（のに対して玖亀＊，　g∂＜0であ

　　　　る．また，りσ」〉臼じ汽の≧餓2なる花1と錫＊（のに対．してE（簸＊，g∂

　　　　＞0である．

　　（ii）が（の＝〆なる場合には，筋＊（の≒銑1なる詫1と銑＊（のに対し

　　　　てE（銑＊，ψ∂＝0である．

　　（iii）　コじ＊（の≦9ヴ2なる場合には，　簸＊（のく銑2≦筋1，　亀1＊（のくa∵≦銑2，‘協

　　　　＊（の≦簸2〈銑1なる乞∈∬と銑＊（のに対してE（瞬＊，ψ∂＜0である．

　　　　また，鵡1＜偽＊（の≦筋2なる②∈∬と調タ諮（のに対して忍（銑＊，靴）＞0

　　　　である．

29）が（の≧欝2はすべての乞6∬に対して銑＊（の≧鋤2であるが，少くとも．一つの震∬につ

　いて厳密な不等号が成立することを意味する．



　（d）劣霊＊（のキρθ」なる犯1とω乞＊（のに対して

　　　　　　　　　　　　　　五7＠f＊，θ¢）＝0

　　である．

［証明｝部分区間Tpにおいて最適資本ストック簸＊（のが時と共にどの方向に

　変化するかに関する命題（a）は，簸1の定義を考慮するとほとんど自明であ

　る，鋤

　次に，吻／砒について吟味する．部分区間7pにおいてはρ（の＝ω（のであ

　るから，劣＊（の＝げのとき⑳／砒驕0である．

　また，が（の≧がのときには，関数πが鋤こついて凹であることにより，

　すべてのi∈1について

　　　　一∂∬1砦），オ】＋ψ・（の（・＋δ・）〉一∂π瞭1＋ψ・（の（・＋δ∂一〇

　が成立する．したがって，すべての琶∈」に対してd臓／砒＞0である．

　逆に，資本ストックが（のの値が翻心＊（の≦がを満すときには，上の不等式に

　おける不等号の向きが反対になるから，すべての忙1に対して吻ノ協く0

　である．31）

　今度はE⑫z＊，ψ∂とE（0ρε＊，θ‘）．について調べる，部分区間7pについて

　（1．76）を用いると，

Iz＊（ε ﾂ1三盛＊（のE＠・＊・ψ・）一一∂π1讐），オ】ψ、1の・（・＋δ・）

　　　　　　　　　　　　　　　一一∂π［砦）・司薫万＋（・＋δ・）

が得られる．しかるに，ρ窪＊（の≧げ，りゅ＊（の瓢訓ゆ2，げ（の≦がに対して，それ

ぞれ

一∂π［ﾔ凋橘（の（・＋δ・）＞o

30）この場合，定義から明らかに，酷≦ω伽・・である．

31）これらのいずれでもない場合についでは，dψ乞／砒の符号について確定的なことは

　いえない．
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一∂π［ﾔ）・オ］熾（の（・＋・・）一・

門∂∬［ ｿ）・オ］織（の（φ＋δ・）＜o

壇べて価∈ハこついて厳するカ’ら，偲＊（の≧娯”＊①＝ρ・2・”＊（の鋼

に対して，それぞれ次の不等式がすべての葱∈∬について成立する．

1・＊（洛ﾖ乞＊（の玖簸＊，ψ・）＞0

1・＊（’G乞＊（のE＠・＊，㊨）一〇

∫¢＊（ 洛ﾖ＊（のE＠・＊，ψ・）＜o

そこで，亀＊（の琴簸1なるとき，またそのときに限？て1¢＊（の一δ轟＊（のi垂0

であり，かつ耐≦簸m。．であるこ．とを考慮すると，E（飾＊，　g∂の符号は次

のようになる．

（i）り0＊（の≧ρσ2なる場合には，”彦＊（の≧0ゆ乞2＞亀1，晩＊（の＞0θ盛2≧簸工，0θ¢＊（の

　〉¢包1≧筋2なる花1とりσ乞＊（のに対していずれの場合も1汽の一δ幽＊（の

　く0であるからE＠名＊，ψ∂〈0である．

　また，簸1＞りゆビ＊（の≧り6‘2なる舵∬とりじ乞＊（のに対しては1ご＊（の一δ斑＊（の

　＞0であるから，E（飾＊，ψ∂＞0である．

（ii）り。＊（の瓢げなる場合は飢＊（のキ曜なる忙1とω乞＊（のに対してE（簸＊，

　㊨）＝0である．

（iiD　りθ＊（の≦がの場合には，錫＊（の≦錫2＜瞬幽＊（のくりσβ≦ρθ∴飾＊（のくりゅ～

　≦り02なるりσ乞＊（のと¢∈ハこ対していずれの場合もE（銑＊，㊧＜0であ

　り，調じ～＜娩＊（の≦筋2なるi∈∬と筋＊（のに対してE（簸＊，ψ∂＞0である。

最後にE（銑＊，θ∂について調べる．

部分区間TFについて（1．77）を用いると，θ乞（のロ1であるから，すべての

乞∈1に対して

　　　　　　鎚協鞠（銑＊，・∂



5＄

　　　　　　　一1言＊（め謡警＊（のE（亀・；の一喚呼

　　　　　　　　”轟の｛一∂π［需）・オ】・螂）（・＋δ・）一讐｝

　　　　　　　＝0

　したがって，ω¢＊（のキ亀なる循1との¢＊（のに対してE⑫ノ，θ∂瓢0であ1

　る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

　（3）10型部分区間：70

　この型の部分区間においてはすべての泥1に対して，　θε（のく1（瑚（の〉

　ψ¢（の）であってHamiltonian関数Hを最大にする投資政策は

　　　　　　　　　　　　　　　　1＊（診）＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．90）

である．よって，1＊（のに対応する資本ストックが（のは，孟∈70に対して

　　　　　　　　　　　　　（Zoゆ＊（カ）／（溌＝一δ劣＊（孟）　　　　　　　　　　　　　　（1．91）

にしたがって変動する，

　そこで，∬。型部分区間である一つの部分区間をとって考える．その部分区間

の出発点がオ00，終点が診70，出発点における資本ストックの水準が劣00である

と，（1．90）で与えられる投資政策に対応する資本ストックのトラジェ・クトリは

（1．91）セこより

　　　　　　　　　　劣＊（の＝θ一‘δ劣00　　　（オ00≦ε≦εTO）

によって与えられる．

　他方，ψ（のの変動を規定する方程式は

　　　　　　　　響一一∂π［砦）・診】・。（の（兜E＋δ）　（・．92）

　である．

　∬。型部分区間について，われわれは次のように主張することができる．

【主張12］10型部区間70においては次のことが成立する，

　（a）すべての正の最適資本ストックに対して伽／砒く0である．

　（b）最適資本ストックりゅ＊（のの値が，が（の≦ω2を満すとき吻／砒く0である．



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　59．

　（c）最適資本ス．トックり5＊（のの値が，ρヶ＊（の≦aσ2を満すとき，すべてのi∈1

　　に回してE（鋤＊，ψz）＞0である．

　（d）最適資本ストックの値が嫡（の≦げを満p，かつ，その価格が時と共に

　．上昇するかあるいは一定であるような資本財についてはE＠事＊，θ∂＞0で

　　ある．

［証明］命題（a）の成立は（1．91）から明らかである．

　次に吻／協の符号について調べる．診∈か。に薄しては働（の〉卿（のである

　から

　　　　　　　　弩四一∂π［讐岡＋・・（の（・＋δ∂

　　　　　　　　　　〈一1”［讐），オ】畷の（・＋傷）

がすべての舵∬に対して成立する。そして，が（の≦り62とすづての花∬に

対して

一∂∬［ ﾔ1・’1楓（の圃）≦一∂刀1器；・オ】払（の画一・（1．・・）

であるから，り。＊（の≦りヶ2とすべての花∬に対して吻4協＜0である．

今度はE＠¢＊，ψ∂．とE（娩＊，θ∂の符号について検討する．

亡∈T。に対して（1．76）を用いると，

　　　　　一昭締呼一∂∬［讐岡．訪）・（・瑚

となるが，鵬（の〉靴（のであるから

　　　　　　一∂π［讐川ψおく一∂∬［劣謡岡面喰

したがってすべてので∈∬に対して

　　　　　一・刀（摩，のく』［讐），ε］論）・（醐（・．9・）

ところで，が（の≦自じ2なる臼f＊（のとすべての犯1に対して（L93）が成立す

るから

　　　　　　　　一三讐），㌦渇・（・・δ・）≦・
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よって，（1．94）により，り5＊（の≦り52なる劣汽のと盛∈i∬に対して

　　　　　　　　　　　　　一δ四（飾＊，ψ∂＜0

　が成立する．したがって，が（の≦がなる。窪¢＊（のとすべての♂∈1に対して

　　　　　　　　　　　　　忍＠¢＊，φ乞）＞0’

　である．

　最後に，E⑫¢＊，θ∂について吟味する．

　古∈望。に対して（1．77）を用いると，

　　　　　　　一δノヨ（α㌃＊，　θ乞）

　　　　　　　一∂π1砦洞，お掩＋δ∂一離愕

　　　　　　　＜一∂π［o暉謡）・ε】南・（・＋・・）一藍鼠

　　　　　　　一歯｛一∂π［砦）・診］・凱（の（・＋・∂一讐｝（・・95）

　が（の≦げとすべての花∬に対して（1．93）が成立するから，d凱／砒≧0な

　る乞∈1に対して

　　　　　　　　一∂∬［讐），ε］柳・①（・＋δ・）一遍≦o

　が成立する．よって，（1．95）により，劣＊（¢）≦げなるが（のとd勘／d6≧0

　なる忙∬に対して

　　　　　　　　　　　　　　1ジ（鈎＊，θ乞）＞0

　である．　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

　（4）その他の型の部分区間

　上に検討した以外の型の部分区間においても同様の命題を吟味することがで

きる．しかし，それらのすべてについて述べることは冗長にすぎるので，ここ

では1灘0型部分区間7’κFOについてだけ述べることにする。これ以外の型の

部分区間において成立する命題は，1岬。型部分区閲に関する命題から容易に

導くことができる．

　さて，1岬。型部分区間においては集合1の要素の中に，θz（の＞1（佃恥（の）
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訟るものとθ¢（の＝1（盛∈…lp（の）なるもの，．およびθε（のく1（づ∈∬o（の）なる

も．のが存在する．

　め∈…丁灘。に対．してHalniltoniah関数Hを最大にする投資政策は

　　　　　　　　辮㌔　繊ii｝口1一

なる1乞＊（のである。よって，このような投資政策に対応する資本ストック

が（のは部分区間7齪。において方程式体系

　　　　　叢i羅1雛島綴ii｝

にしたがって変動する．

　そこで，∬即0型部分区間である一つの部分区間をとって考える．その部分

区間の出発点をオ。岬0，終点を防即0とし，出発点における資本ストックベク

トルをωoMFOとする1このとき，（1．96）を満す投資政策に対応する資本ストッ

クのトラジェク．トリは次のように与えられる．

　　　　・・（の一・一・W・＋∫駕髭。誤一・・噸（赫，（め・Mぞ0≦ε≦診・脚）

ここで1＊（τ）は（1．96）を満すそれぞれの1‘＊（τ）から成るベクトルであり，

が（のは∫謬＊（のに対応する0σ汽ののベクトルである．

　他方，粒投資の帰属価格の変動を支配する方程式体系は

　　　　響一一∂∬［讐）・オ］＋ψ⑤（オE・δ），（診・脚≦ε騎脚）

である．

　このとき，われわれは，∬濯0型部分区間について次のように主張すること

ができる．

［主張13］

　（a）（イ）最適資本ストックりσ包＊（のの値が，1鼠のに属する②に対して，

　　　銑＊（の菱¢～』簸m。．であるにしたがってd銑＊／砒垂0である．



a2

　〈剛臆①に属する伽対．し』ては，最適資塞スト・ク礎①の値．が

　　ω¢＊（のi鄭～であるにしたがらて面¢＊／d6i藝0である．

　㊨為（のに属する費こ対．しては常に磁轟＊／協＜0・である，．

《b）（イ）最適資本ストックρ穿＊（の．の値がが（の≧げを満すならば，堀（のに属

　　するすべての．脅こ対して、（如／砒＞0である．．

　（ロ）最適資本ス・トックげ（のの値が（i）が（の≧が，　（ii）りづ＊¢）＝が，

　　（iii）畷＊（の≦がを満すとき，すべての葛∈み（のに対して，（i）の場合は

　　4ψ乞／砒＞o，（ii）の場合は吻¢／｛髭＝Ol（iii）の場合は吻‘／轟く0である．

　の最適資本ろトックが（のの値がが（の郵2を満すならばム（のに属す層

　　るすべての盛につい．て吻f／砒＜0である．

（C）（イ）飾＊（の〉翻0乞max≧∬Z2，侮＊（の≧忽～〉調ρIm。xまたは飾＊（の〉劣～≧亀maxな

　　る忙塩（のと』oご＊（のに対してはE（亀＊，ψ∂＜0である．また，劣鋤。．

　　〉偽奨の≧飾2なるづ∈娠（のと飢＊（のに対してはE（飾＊，ψ∂＞0であ

　　る，

　（ロ）（i）が（の≧げなる場合には，婦（の≧の～〉簸1，劣‘＊（の〉劣‘2≧ガ，飾＊（の

　　〉婦≧婦なる佐1F（のと翻5ε＊（のに対していずれの場合もE（鈎＊，ψ∂

　　〈0である．また，曜〉卯z＊（の≧婦なるづ∈寿（のと¢‘＊（のに対して

　　はE⑫z＊，ψ∂＞oである．（ii）げ（の＝り52なる場合は劣ε＊（のキ曜なる

　　i∈Jy（のと醗（のに対してE⑫乞＊，ψ∂配Gである．　GiD　¢＊（の≦げ

　　なる場合には，筋＊（のく劣～≦筋1，亀＊（のく飾1≦”～，劣¢＊（の≦劣～＜婦な

　　・る犯轟（のと礎（のに対していずれめ場合もE＠ε＊，ψ∂＜0である．

　　また，耐く筋＊（の≦飾2なる6∈み（のと劣‘＊（のに対してE（飢＊，ψ∂＞0

　　である．

　㊨最適資本ストックの値がが（の≦げを満すとき，∫o（のに属するすべ

　　ての琶に対してE＠z＊，ψ∂＞0である．

（d）α）♂勧／協≦0なる犯1鼠のに対するE（筋＊，θ∂の符号については，

　　命題（c）α）におけるE（亀＊，ψ∂の符号について成立するのと同じこと

　　が成立する，
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　　（ロ）簸＊（のキ簸1なる蓉∈寿（のと偽＊（のに対してE価＊，θ∂＝0である．

　　の　4槻／砒≧0なる6∈16（のに対するE（飾＊，のの符号については，命

　　　題（c）⑭における瓦（錫＊，ψ∂の符号について成立するのと同じことが

　　　成立する．

［証明】上の【主張131は，先の【主張10］から［主張12】までの証明に用いたのと

　同じ方法を用いると容易に証明される．よって，ここでは証明を省略する．

　以上において，われわれは，資本ストックの標的集合が況η全体である場合

について考えてきた．次項では計画期間の終りにおける標的集合が与えられた

コンパクトな凸集合である場合について考察する．

L3．2　標的集合がコンパクトな凸集合の場合

　前項では，資本．ストックの終期状態妖丁）と負の現在価値」（∫）詔が（T）を

座標とする点π（T）がベクトル空間Eη＋1のどの点であってもよいことを仮定

、したが，32＞ここでは妖丁）が躍のあらかじめ指定されたコンパクトな凸集合

に含まれることが要求されている場合について考察する。これは，企業が計画

期間の終りにおける各資本ストックの水準にあらかじめ制約をもうけている場

合であって，optimal　controlの理論kおいて右端固定域問題と呼ばれてい

る問題である．

　さて，このように計画期間の終りにおける標的集合がコンパクトな凸集合と

して与えられているこどを除けば，われわれのここでの問題を構成する諸条件

は前項の場合と同じであると想定する．すなおち，資本ストックの初期水準は

¢。，制御関数一投資政策∫（のはLesbegue可測であって，その値は0≦孟≦r

に対してコンパクトな凸集合9⊂R7己に属し，頭のと∫（のとの間の制御プロ

セスは

　　　　　　　　　　　　伽（の／砒＝∫（の一δ”（の　　　　　　　　（1．16）

32）投資政策1（の⊂Ω（0≦む≦T）に対応する資本ストックのトラジェクトリ妖のは区

　間0≦め≦7Tにおいて負にはならないことは先に述べた．



で与えられる電のとする．また，最小にすべき目的論関数すなはち負の現在価

値は

　　　　　　　　J（・）一∫1伽（の・（の一π［・（の，司國・　（1．35）

によって定義されるものとする．ここで関数πは¢について凹であることを

前項の場合と同様に仮定する．

　そして，資本ストックの終期状態妖丁）に関する制約は有限かつ正なる

X’D漁とX伽眠によって

　　　　　　　X乞min≦αコ‘（T）≦X’¢max　　　（i＝1，　2，　…，　％）

のように与えられているものと仮定する．ここで，π次元列ベクトルXm蓬。と

Xm。ヱをそれぞれ

　　　　　　　　一躍il一門iii

によって定義すると，上の制約は

　　　　　　　　　　　　　Xml夏≦劣（T）≦Xmax　　　　　　　　　　　　　　（1．97）

によって表わされる．この制約（1．97）を満すコ醇空間の点の集合が計画期間の

終りにおける資本ストックの標的集合である．この標的集合をXで表わす．

　このような標的集合を新たに制約条件として導入すると，企業にとっての問

題は，資本ストックの初期状態飾を計画期間の終りにコンパクトな凸集合X

のある点に移し，しかも目的汎関数」（1）を最小にする投資政策1（の⊂9（0≦

亡≦7）を選ぶこととなる．

　ところで，初期状態飾から始まり，投資政策1（の⊂52（0≦ε≦T）に対応

する資本ストックのトラジェクトリ妖のの到達可能点集合を前項の場合と同

じく，・4（7）によって表わすと，われわれの問題が意味をもつためには，終期

状態05（T）は到達可能点集合と標的集合との共通集合孟（T）∩X⊂Eπの点で

なければならない．したがって，ここでの問題は，資本ストックの初期状態

晦を制御プロセス（1．16）にしたがって集合且（T）∩Xのある点に移し，しか
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も」（1）を最小にする投資政策を紹に属するものの中から選ぶことである．

　以上の議論から明らかなように，もし集合五（T）∩Xが空集合ならば，資

本ストックの初期状態鞠を乱丁における標的集合Xに属する終期状態に移

す許容投資政策一許容制御関数は存在しないことになり，われわれの問題は意

昧を失なってしまう．そこで，企業は集合煮（『）∩Xが空集合どならないよ

うに，すなわち

　　　　　　　　　　　　　　∠4（T）∩Xキφ　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．98）

なるように6＝Tにおける標的集合Xを定めているものと仮定する，

　さて，以下においては，上のように定式化される問題に対する最適投資政策

について主張することのできるいくつかの命題を導くことにしよう．

　前項（1．3．1）において，われわれは，初期状態りOoから始まり，投資政策

1（の⊂9（0≦ε≦T）に対応して，プロセス（1．16）によって制御される資本ス

トックのトラジェクトリ妖のの到達可能点集合五（T）がE秘こおける厳密に凸

でコンパクトな集合であること（［主張1］と【主張4D，制御プロセス（1．16）は

正規プ』セスであること，すなはち，盗（T）の境界点集合∂A（T）の各点にりσo

移す投資政策一極値投資政策はそれぞれ唯一つであること（［主張3］）を明ら

かにし，さらに，ある投資政策が極値政策であるための必要充分条件を導出し

た（庄張2D．33＞

　これらの主張がここでの問題に対してもそのまま成立することは上の定式化

から明らかである．それらの主張をここで再説することはしないでおく．

　さて，状態変数げ（のを前と同様に

　　　　　　　　…（の一∫：｛”（・）・（・）一∬［・（・），・］｝・一・噺　（・・5・）

　　　　　　　　αコ。（0）＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．51）

によって定義すると，」’（1一）＝ω0（77）であって，負の現在価値瓢0（望マ）は，が（の

が投資政策∫（の⊂」2（0≦古≦7マ）とそれに対応する資本ストックのトラジェク

トリ飢のによって，初期状態ρ50（0）＝0から

33）　この場合の極値投資政策は，蜘を∂A（T）の点に移す投資政策をいう。
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　　　　　　　・冨劣。（オ）／o虻＝＝｛勧ワ（オ）1（古）一π正⑳（ε），　ε】｝θ一7‘　．　　1　「、　（1．52）

にしたがって制御された終期状態である．

　初期状態筒から始まり，投資政策に関して制約

　　　　　　　　　　0≦1’（亡）≦1組ax　　　　　（0≦君≦7つ　　　　　　　1　　　　（1，36）

をもつ制御プロセス（1．52），（1116）におけるトラジェクトリ躍（ののすべての

終期状態から成る劉達可能点集合を孟（T）とする．尚，ここで

　　　　　　　　　　離隔［乱｝・（の一［翻

である．

　到達可能点集合五（T）の下方境界は，資本ストックの到達可能点集合五（T）

の上で定義された凸超曲面である（【主張53）．

　いま，（劣。，め空間躍＋1における集合一を

　　　　　　　　　　　　　　X＝1～i×X

によって定i塾すると，仮定（1．98）によって，集合Xは到達可能点集合・4（T）

と共通部分をもち，　しかも孟（T）の下方境界とXとの共通部分はEη＋1にお

ける凸超曲面である．

　われわれにとっての問題は，、初期状態筒を集合遜（T）∩」ξに属するある終

期状態に移す投資政策を求めることであるが，われわれは劣。（7）を最小にす

ることを目的としているのであるから，五（T）の下方境界と一との共通部分に

だけ注目すればよいことになる．換言すれば，が（T）が最小になるのは孟（T）

の下方境界とXとの共通部分においてである．この部分にの。（7）が最小にな

る点一最適点の存在することは，・4（T）の下方境界が・4（T）上で定義された

凸超曲面であることから明らかである．

　ところで，げ（T）が最小になるのには二つの場合がある．その第一はが（7）

最小の最適点が集合Xの内側にある場合であり，他の一つは最適点がXの境

界点になっている場合である．ところが，最適点が集合■の内側の点であれ

ば，ここでの問題は，結局のところ，前項で考察したものと同一の問題になっ

てしまう．すなはち，この場合には，最適投資政策は計画期間の終り旗7に
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おける標的集合がRπ全体である場合のそれと同一である．

　かくして，ここで議論の中心となるのは最適点が集合一の境界点集合に存

在する場合である．劣。（T）が最小になるのは到達可能点集合孟（T）の下方境

界と集合Xの共通部分においてであるから，最適点がXの境界点集合に属す

る靴履ζは，劣。（7）が最小になる最適点は・4（7）の下方境界点であると共に

Xの境界点となっているはずである．

　このとき，」’（1）＝灘。（T）を最小にする最適投資政策に次の命題によって規

定される．

［主張141切期状態劾から始まり，投資政策に関する制約

　　　　　　　　　　0≦Z（の≦lmax　　（0≦オ≦7マ）

　と資本ストックの終期状態に関する制約

　　　　　　　　　　　　Xmin≦劣（T）≦Xmax

　をもつ制御プロセス

　　　　　　　　伽。（の／砒－｛ω（の1（の一∬＠（の，め］｝θ一γ‘

　　　　　　　　伽（の／46＝1（の一δ（の

　を考える．このとき，

、（1．36）

（1．97）

（1．52）

（1．16）

　　　　　　　　　　　投資政策∫＊（の⊂9（0≦め≦T）とそれに対応するト

　ラジェクトリ¢＊（のは，1＊（の，り5＊（のおよびトリビアルでない随伴トラジ

　ェクトリη（のが微分方程式体系

　　　　　　　　　d釜の一』畿塑』・…・・（の・　（・．99）

　を満し，計画期間［0，T］のほとんどすべてのところで最大値条件

　　　　一”（の1＊（のθ一γ‘＋η（の1＊（の＝max［一”（の1θ覗＋η（のll（1．100）

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫∈9
　を満すとともに，η（のの終期状態η（7T）が境界点が（71）における集合X

　の内向き法線ベクトルとなっているならば，最適である．尚これらの条件の

　うち，最後のものは，ご＝7マにおける横断条件と呼ばれる．

［証明］投資政策1＊（の⊂ρ（0≦孟≦T），それに対応する資本ストックのトラ

　ジェクトリκ＊（の，および随伴トラジェクトリη（のが上の諸条件を満足す

　るものと仮定する．



　さて，II（の⊂9（0≦診≦T）を任意の許容投資政策とし1鋤それに対応する

　トラジェクトリをガ（のとする，　　　　　・1

　このとき，

　　　　　藷団伽伽（のト誓＋髪・（の・・（の審

　であるから，（1．52），．（1．99），（i．16）を利用して，先の’［主張5］と【車張

　6」の証明におけるのと同じように

　　　　　．トが＊の＋η（T）・＊（T）】一【一・・・（T）＋η（T）・・（T）】

　を求める．そうすると，投資政策1＊（のが計画期間10，丁解）ほとんどすべ

　1（ρところで最大値条件（1．100）を満ナととと，operating　Prりfitπが劣

　の由関数であることによって

　　　　　　　一げ＊（T）＋η（T）劣＊（T）≧一劣oI（T）＋η（T）げ（7）

　カミ導かれる．

　ところで≠＝Tにおける標的集合Xは凸集合であるから，境界点．が（T）に

　おいて傘持超平面をもち，この点におけるXの内向き法線ベクトルがη（T）

　である．したがって

　　　　　　　　α雰OI（21▼）一当0＊（望「）≡≧η（コr）［αコ1（1■）一αコ＊（1「「）］　　　　・

　しかし劣1（7）は集合Xに属する点であるから，劣1（T）は上の支持超平面の

　外側にはない．したがって，

　　　　　　　　　　　　η（T）［卯1（jrマ）一劣＊（11）】≧0

　よって，

　　　　　　　　　　　　　　劣0＊（T）≦劣01（T）

　である．したがっ1（，1＊（の⊂9（0≦孟≦T）は最適投資政策である．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明締り）

　この［主張14】は，ε＝Tにおける標的集合がコンパクトな凸集合X⊂Eπと

して与えられ，しかもプロセス（1．16）が制御可能である場合に，ある許容投

34）すなはち，1置（のは初期状態鋤を集合・4（T）∩Xに属する終期状態に移す投資政
　．策である．
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資政策が最適投資政策であるための当分条件を明ちかにしたものである洋＝T

における標的集合が影空間Bη全体である場合におけるこのような条件は先の

［主張7］に明らかにされている．r ｱれらの二つの［主張】の間の違いは，標的

集合の違いを反映して，オ＝Tにおける横断条件が異なっているということで

ある．

　この項での問題には最適投資政策が存在することは先にのべたので，われわ

れは，上の［主張141の諸条件を満す投資政策を最適投資政策として前項の場

合と同様に求めることができる．ただここで津意すべきは，ε＝Tにおける横

断条件が異なっているということである．

　尚，ご＝Tにおける標的集合が躍全体である場合において，ある許容投資

政策が極値投資政策であるための必要かつ充分な条件を明らかにした先の［主

張6］に対応する命題がここの問題についても証明できるが，それについては

割愛する．34）

35）このような命題は，optimal　contr（，1の」：Fi1論における右端固定域の問題に対する

　maximum　principleを援用することによって証明することがでぎる。そのような・
　場合におけるmaximum　principleについては，たとえばPontryagin，　L．　S．　et

　al．〔21〕．　Lee，　E．　B．＆L．　Markus〔14」．
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第2章』非轡型強張肇用関数あ’

　　　　　　　下での投資政策

2．1．モデルの構成

・前章では・拡張費用（expansionlcost）が資本財価格と粗．投資永準との積

として表わされることを仮定し，また，最小化すべき目的汎関数としては計画

財閥にわたる負の純収入め現在価値をとりあげた．この章では，前章のモデル

を次の二点で修正したモデルについて考察する．

　修正の第一は，拡張費用関数S〔1（の，古1を粗投資の厳密な凸関数とするこ

．とであり，D第二は資本ストックの終期状態妖惑）そのものを目的汎関数の中

に導入することである．

　まず最初に，拡張費用関数Sμ（の，孟｝が1について厳密な凸関数であると，

いう修正だけをとり入れたモデルについて考える．第二の修正については後に

考慮する，

　operating　profit∬が前章におけるのと同じように導出されることを仮定

すると，最小化すべき目的汎関数は下のように与えられる．

　　　　　　　　　」（・）一∬｛s［・（の，・】一π［・（の，・】｝・一軸　（・．1）

ここで，拡張費用関数については，すべての∫（の≧0に対してSμ（の，司＞

0であって，連続な2次までの偏導関数をもつ厳密な凸関数であるとする．ま

た，投資政策とoperating　Profitに関して1．3に述べられている諸仮定は

ここでも保持されている。

2．2．1．標的集合が劣空間全体の場合　　　　　　　＼

　まず，モデルを構成する諸要因は，拡張費用関数を除けば，先の1．3．1．にお

1）　S［1（の，dが1の単なる凸関数であると仮定することは経済学的には意味がある
　が，最適投資政策の存在の仕方とか最適条件に関する議論は，本質的には，1．3．1の
　場合におけるものと同じになってしまう．
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けるものと同じであることを仮定する，

　したがって，ここでの問題は次のように要約することができる．すなわち，・

資本ストックの初期状態飾をプロセス

　　　　　　　　　　　　4ω（オ）／（泥＝1’（亡）一δ劣（6）　　　　　　　　　　　　　　　（2。2）

にしたがって，劣空間Eηのある点に移し，しかも目的汎関数

　　　　　　　　考・）』∫1｛s［姻鋼）・聯　．（…）』

を最小にナる投資政策を，制約

　　　　　　　　　　0≦1（6）≦1一狐ax　　　（0≦ε≦1コ）　　　　　　　　　　　　　（2．3）

を満すものの中から選ぶことである．2＞

　さて，L3．1．における【主張11～［主張41には目的汎関数」（1）は登場し

ていない．そして，ここでのモデルと1．3．11のモディレとでは，形式的には，目

的汎関数が異なっているだけであるから，先ゐ［主張1】～注農4］はここでも

まったく同じ形で成立する．それらの［主張］をここで再説することはしない

でおく．

　われわれが拡張費用関数の厳密な凸性を仮定するとき，1．3．1．の議論との間

で最もきわだった違いが見られるのは，目的汎関数を最小にする投資政策が唯

一つだということである．

　この項では，以下において，最遠資政策の一義的存在を証明し，最適投資政

策がどのようなものであるかを明らかにする．

　そこで，新しい状態変数950（のを

　　　　　　　　が（の一∫1｛s［・（鋼一∬［廊）剛・帽・　（…）

　　　　　　　　認。（0）＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．5）

によって定義する．このとき，，1（1）＝が（望丁）であるから，われわれは鎧。（り

¢）オ＝Tにおける値を最小にする許容投資政策を求めればよいことになる．

　また，が（のはブPセス

2う　投資政策／（‘）⊂＝9（0≦‘≦7T）1ご対応する資本ストックのトラジェクトリ頴じ（のの値

　が負にならないことは先に述べた．
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　　　　　　　　伽。（の／（沈＝｛S［1（の，司一π［妖の，オ】｝θ一γ‘

にしたがって制御されることに．なる．

　さて，初期状態

…［£］

（2．6）

から始まり，投資政策1（の（＝62（0≦診毒7マ）に対応する，プロセス（2．6），（2．2）

の到達可能点集合を，前と同様に，孟（T）によって表わし，3）集合諮りをZ。≦

がなる点（‘κo，り5）∈五（T）が存在するすべての点⑫0，の∈Rπ＋1の集合と

定義する．

　このとき，計画期間中における1（のの値はコンパクトな制約集合9に属す

るから，到達可能点集合孟（T）は（％＋1）次元ベクトル空間況π＋1において有

界であって，孟（T）の訓ゆ空間E・の射影は厳密に凸なるコンパクト集合五（T）

＠。から始まる資本ストックの到達可能点集合）である．

　拡張費用関数を妖の1（のから厳密に凸なる関数S｛1（の，司におきかえる

とき，［主張51に対応して，次のような命題を証明することができる．

〔主張11初期状態筒から始まり，投資政策に関して制約

　　　　　　　　　　0≦∬（の≦lmax　　　　（0≦亡≦T）　　　　　　　　　　（2．3）

　をもつ制御ピロセス

　　　　　　　　d；謁。（亡）／｛彰め＝｛S［1’（オ），　ご】一∬［劣（古），　ε1｝θ一7ε　　　　　　　（2．6）

　　　　　　　　d劣（の／（Zε＝1（診）一δ劣（の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）

　を考える．　集合・4，⊂E耐は閉凸集合であり，五。の下方境界は到達可能点

　集合4（T）に属する．集合孟（T）の下方境界は，資本ストックの到達可能

　点集合孟（T）（＝Eπ上で定義された厳密に凸なる超曲面を形成し，目的汎関

　数」（∫）＝が（T）の最小値は集合・4．の（したがって孟（T）の）下方境界

　の唯一点で達成される．そして最適投資政策が存在する．

［証明］ノ4。が閉集合であること，4．の下方境界が到達可能点集合4（T）に

3）　初期状態¢・から始まり，1（6）⊂9（0≦め≦T）に対する制御プロセス（2．2）の到達

　可能点集合（資本ストックの到達可能点集合）は前と同じく・4（7）である．
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属することは，第1章の［主張5］におけるのと同じように証明できるので，

その証明はここでは省略する、

以下においては，到達可能点集合遵（T）の下方境界（したがらて集合孟．の

下方境界）が厳密に凸であることを証明する．

二つの投資政策11（の，12（の（＝9（0≦オ≦T）に対応する孟（T）の下方境界

上の2点を，それぞれ，τ1（7），謬2（T）とする．いま，点P

　　　　　　　　　　　　　　欄

を，

　　　　　　　P＝μ1（T）＋（1一μ）謬2（T）　　（0＜μ＜1）

　　　　　　　鋤一［調，（・一1，・）

によって定義すると，集合孟（T）の下方境界が厳密に凸なる超曲面である

ことを証明するためには，初期状態筒を終期状態Pに移す許容投資政策が

構成できて，しかも点Pがオ（「）の主点になっていることを示せばよい．

そこで，投資政策1μ（のを

　　　　　　　　　　1μ（の一μ1（彦）＋（1一μ）12（の

によって定i義し，それに対応するトラジェクトりをりゅ。μ（の，研（のとする．

ここで，資本ストックの終期状態が

　　　　　　　　調6μ（71）＝μ劣1（T）十（1一μ）α要2（T）篇1）　　　　　　　　　　（2．7）

となることは，既に第1章の［主張1］の証明の中で明らかにされている．

次に負の現在価値諮。μ（T）について調べる．

幽丁）一∬｛s蹄八一∬［廊），司｝・一・・砒

　　　　一∬｛S［μ∫1（茜）十（1一μ）P（・）ル∬［μ1（の・（・一・）…（鯛國・

であるが，この右辺の被積分関数のうち，拡張費用Sは∫について厳密に

凸であり，operating　Profit∬は餌こついて凹であることが仮定されて

いるから，
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　s［μ11（の＋（レμ）12（の，ε｝一π脚1（の＋（1」幽2（の，め1．

　　〈μ｛SII1（の，オ】一∬［¢1（の，ε】｝＋（1一μ）｛S［12（の，孟トπ＠2（の，‘1｝

が成立する。したがって

　　∫1｛s［・・1（の・（・一・）・・（・〉，・画醐・（・一・）・・（の，・1｝・咄

　　くμ∫1｛s｛1・ω，牛π臥亡）謝〆ψ　　　　　・

　　　・（・一・）∫1｛s［P（の，・トπ1畔（卵】｝朔・

　　＝燭01（T）＋（1一μ）ω02（T）

　　＝po

よって

　　　　　　　　　　　　　ωo・（T）＜Po　　．　　　　　　（2．8）

が成立する．

ところで，投資政策11（の，12（のの値は計画期間［0，Tlにおいてコンパク

トな凸集合Ωに属するから，それらに対応する資本ストックのトラジェクト

リガ（の，り02（のの終期状態げ（T），が（T）は共に到達可能点集合孟（T）属

する．したがって，終期状態poが

…（7）一∫1｛s正・1（棚一π［鵡の｝θ一脇

…の一∫1｛8［・・伽】一凧の，・1｝・一脇

の正凸1次結合として表わされ，（2．7），（2．8）の成立することを考えると，

終期状態Pは到達可能点集合五（7）の内点であることがわかる．

以上により・・4（望）の下方境界，したがって・4。の下記境界はA（7）上の

厳密に愚なる超曲面である。

．4（T）の下方境界が厳密に凸なる超曲面であるから，孟（T）の下方境界には

劣。（T）が最小になる点が唯｝点だけあり，しかもこの点は到達可能であるか

ら，初期状態蜘をこの点に移す最：適投資政策が存在する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）
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　かくして，目的汎関数」（1）軍”o（T）は到達可能点集合・4（T）の下方境界に

属するある1点で最小になり，最適投資政策が存在することが急劇されたわけ

である．初期状態τ・をプロセス（2．6），（2．2）にしたがって，計画期間の終り

に1到達可能点集合孟（T）の下方境界の点として表わされる終期状態に移す

、許容投資政策：を極値投資政策と呼ぶことにすると，最適投資政策は極値投資政

策でなければならない．ある許容投資政策が極値政策であるための必要かつ十

分な条件は，1．3．1．のモデルについては，先の［主張6］で明らかにされてい

る．拡張費用関数を頭の1（のからSμ（の，司におきかえても，［主張6］と

同じ内容のものが成立することは，同様にして証明することができるから，こ

こでは結果だけをかかげておく．

［主張2］初期状態鞠から始まり，投資政策に関して制約、

　　　　　　　　　　o≦1（の≦lm。x　　（0≦オ≦7τ）

　をもつ制御プロセス

　　　　　　　　伽。（の／砒＝｛s［1（の，ε】一∬［¢（の，ご］｝θ一口

　　　　　　　　認劣（の／（泥＝∫（の一δ諮（の

　を考える．対応するトラジェクトリ記（の

　　　　　　　　　　　　　　・（の一［；；！1）］

　をもつ投資政策1（の⊂Ω（0≦オ≦：Z■）が極値投資政策であるのは，微分方程

　式体系

　　　　　　　　　（1ηo（ε）／dl孟＝0，　　　ηo（孟）≦0

　　　　　　　　喉Q一η・（り塑鷺⊇，オ］・一・＋η（のδ

を満し，最大値条件

　　ηo（のS［Z（の，㌍‘＋η（の1（の一max［η。（のSσ，のバ＋η（のη

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノヨロ
を計画期間10，T］のほとんどすべてのところで満す，ゼロでない（π十1）

次の行ベクトルη（わ＝［ηo（の　η（の］が存在するとき，またそのときに限る．

さて，目的汎関数は4（7）の下力境界の1点において最小になるのである
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が，その最適点に初期状態を移す最適投資政策は上の｛主張2】に示ざれてい

る諸条件を満していなければならない．

，次に，この項で扱っているモデルの最大の特急を表わす命題を証明しよう．

【主張31初期状心恥から始まり，投資政策に関して制約

　　　　　　　　　　　oi≦1（の≦lm。。《0≦孟≦T）　　　　　　　　　　　（2．3）

　をもつ制御プロセス

　　　　　　　dlっθo（め）／d診＝｛S［∫（オ），．オ｝一∬［卯（オ），　司｝θ臼γ‘　　　　　　　　　（2．6）・、

　　　　　　　d；つゆ（ε）／（Z疹＝21’（オ）一δの（亡）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）．

　を考える．初期状態¢。を，計画期間の終りに，到達可能点集合孟（T）の下

　方境界に属する同一の終期状態に移す任意の二つの極値投資政策は，計画期

　間〔0，T】のほとんどすべてのところで一致し，さらに，唯一つの最適投資

　政策が存在する．

【証明1初期状態謬。を到達可能点集合孟（T）の下方境界に属ずる同一の点

　毒（T）

　　　　　　　　　　　　　・（T）一［盟］

　に移す二つの極値投資政策11（の，12（の⊂Ω（0≦古≦T）を考える．

　もし（％＋1）次元ベクトル［0η（7）】が点毒（T）における五（T）の外向き

　法線ベクトルを定めるならば，第1章の［主張31によって，資本ストック

　の初期状態りθoを制御プロセス（2．2）にしたがって，到達可能点集合A（7）

　の各境界点に移す極値投資政策はそれぞれ唯一つであるから，このような場

　合には，［0，町のほとんどすべてのところで11（の＝12（のである．

　次に，ηo＜0の場合について考える．このときηo＝一1と想定しても一般性

　を失わないから，そのように想定する．

　さて，極値投資政策P（の⊂Ω（0≦孟≦T）に対応するトラジェクトリを訳の

　とし，η1（T）が点奴丁）における外向き法線であるような随伴トラジェクト

　リをη1（の＝【一1η1（の］とする．投資政策11（のは極値投資政策であるか

　ら，計画期間［0，T］のほとんどすべてのところで
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　－S［11（の，オ］θ一7‘＋η1（亡）11（の＝max［一S（1，のビγε＋η1（の11≡ω（の

　　　　　　　　　　　　　　　　∫∈9
が成立する．

また，投資政策12（のに対応するトラジェクトリをτ2（のとし，12（のは初

期状態謬。を11（のと同じ終期状態♂（T）に移すものとする．もし投資政策

Z2（のが随伴トラジェクトリη1（のに対して，区間［0，勿の正の長さをも

つある部分区間で最：大値条件を満さないならば，

　　　　　　　∫。｛一s［・1（の・・幽η1（の・重（の｝砒

　　　　　　　　〉∫。｛一S［・・（・），・】・…＋η1（・）・2（・）｝・・　（・・9）

が成立する．

ここで，箏1章の［主張6】の証明で用いたのと同じ方法を用いてη1（T）奴丁）

一η1（T）τ2（T）をつくると，operading　profit∬が¢の凹関数であるこ

とと，不等式（2．9）により

　　　　　　　η1（T）歪（T）〉η1（T）謬2（T）瓢η1（T）¢（T）

でなければならない．しかるにこれは矛盾である．

よって，11（のと12（のとが初期状態鋤を同じ終期状態に移す極値投資政策

である限り，それらは計画期間［0，T1のほとんどすべてのところで同じ最

大値条件を満さなければならない．

次に，施［11（の＋∫2（の1によって定義される投資政策を考えると，拡張費用

関数S［1（の，司が∫について厳密に凸なることを仮定したから，∫1（のキ

12（のなるときには

　　　　　一S［壱（・1（の・・2（の），弓θ…＋・’（の音［・1（の・・2（・）］

　　　　　　　〉吉・（の・壱・（・）

となる．

以上により，計画期間［0，7】のほとんどすべてのところで11（の＝12（ので

ある．

かくして，到達可能点集合且（T）の下方境界の点として表わされる各終期状
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　態に初期状態、勘を移す極値投資政策は，それぞれ唯一つであることが証明

　された．

　ところで，この章の［主張1」により，目的汎関数」（1）＝綱βo（T）が最小にな

　るオ（T）の点は唯一つであるから，毒に証明されたことを考慮すると，

　」（の．圃。（T）を最小にする最適投資政策は唯一つであることが判明するボ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

　一与に証明された最適投資政策㊧一義的存在は，先に述べたように，この項で

扱っているモデルのきわだった特徴をなすものである．

　今度は，ある許容投資政策が最適であるための晶つの十分条件を明らかにす

る．

［主張4】初期状態鞠から始まり，投資政策に関して制約

　　　　　　　　　0≦1（の≦1m。翼　　　（0≦≠≦7）

をもつ制御プロセス

　　　　　　　伽。（の／｛況＝｛S【1（の16】一πゆ（の，虚1｝β一・‘

　　　　　　　6劣（の／（泥＝1（の一δ劣（の

（2．3）

（2．6）

（2．2）

　を考える・対応する資本ストックのトラジェクトリげ（のをもつ投資政策

　1＊（のは，が（の，1＊（の，およびゼロでないη（のが微分方程式体系

　　　　　　≦響一一∂π［劣1毒の，オ】θ…・・（のδ，η（T）一・　（・．1。）

　を満し，かつ計画期間⑩，T】のほとんどすべてのところで最大値条件

　　　一S［1＊（の，司・『7‘＋η（の1＊（の＝m・x［一S（1，の・一・r＋η（の1】（2．1i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　f∈ρ
　を満すな・らば，最適投資政策である．

［証明1この証明は，第1章の【主張7】と同じように行なうことができる．

　投資政策1＊（の⊂52（0≦孟≦T），対応する資本メトックのトラジェクトリ

　¢＊（の，および随伴トラジェクトリη（のは最大値条件（2．11）と凌＝Tにお

　ける横断条件η（7）＝0を満足する（2．10）の解であるとする，そして，11（の

　を1＊（の以外の任意の許容投資政策とし，それに対応するトラジェクリを

∫1（のとする．一重。（の牽η（のコゆ（のをεについて微分し，第1章以来しばし
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ば出てきた方法を用いて，、η（T）＝0の下で一価。＊（7）＋りoo1（7）を計算する

と，

　一〇〇〇＊（7）＋りθ01（T）

〒∫1｛∂∬［砦）・’］［蝋の一・・1の1〆・［∬⑫・（の，のこπ（鵡の】♂

　　・卜8（・＊（の，の凶・（の・＊（の1＋s（・1（の・の〆・・（の・1（の］｝砒

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．12）

が得られる．

（2．12）式の右辺の被積分関数のうちで，operating　profit∬はωの凹関

数であることが仮定されているから，

　　　∂π［砦）・鰍・）一・・（の】≧π［鵡’］一∬圃・）両（・．・3）

である．

また，投資政策∬＊（のは最大値条件（2．11）を計画期間［0，T】のほとんどす

べてのところで満す．他方，11（のは∫＊（のとは異なった投資政策であるか

ら，1＊（のと共に最大値条件（2．11）を満すη（のに対して「

　　　一s［11（の，オ】θ一γ‘＋η（の11（の＜max［一s（1，のθヅご＋η（の1】

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫藍ρ

が成立する正の長さをもつ［0，T】の部分区間が存在する．そうでなければ，

∬＊（の瓢11（のが計画期間［0，Tjのほとんどすべてのところで成立すること

になるからである．したがって，

　　　　　　　∫。｛一s［・・（鋼θ…＋・（・）・・（鋼

　　　　　　　　〉∫。｛一S［∫1（の，　オ］θ㎜「‘十η（のZ1（の｝46　　　　　　　（2．14）

が成立する．

かくして（2．13）と（2．14）により，（2．12）の右辺は正である．よって

　　　　　　　　　　　　5ゆ0＊（T）〈κOl（T）

すなわち，投資政策1＊（のは最適投資政策である．　　　　　（証明終り）

さて，以上において，われわれのここでの問題には最適投資政策が唯一一存
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在する．こど，および投資政策の最適条件が明らかにされた．次に最適投資政策

に対応して，資本ストックの最適トラジェクトリと随伴トラジェクトリが噌義

的に決定されることを証明しておく．

［主張5】初期状態勘から始まり，．投資政策に関して制約

　　　　　　　　　　0≦1（の≦lmax　　　（0≦診≦T）　　　　　　（2．3）

　を．もつ制御プロセス

　　　　　　　伽。（の／（9彦＝｛S［1（の，めトπ＠（の，カ】｝θ一甥

　　　　　　　伽（の／dlオ＝1（の一δ劣（の

を考える．このとき，微分方程式体系

　　　　　準整準漁＿胴｝

は一義的な解が（の，η＊（のをもつ．

（2．6）

（2．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ここで，1＊（ちη）は最大値条件

　　　　一S［1＊（の，諺】θ一’‘＋η（¢）1＊（の零max【一S（ろの＋η（¢）11　（2．11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫∈ρ

　によって決定され，1＊（の＝1＊（診，η）は対応する資本ストックの最適トラジ

　ェクトリが（のをもつ一義的な最適投資政策である．

【証明］1＊（のが，初期状態鋤を終期状態τ＊（T）に移し，対応するトラジエク

　トリτ＊（のをもつ最適投資政策であるとすると，4）終期状態τ＊（T）は制御プロ

　セス（2．6），（2．2）の到達可能点集合孟（T）の下方境界の点であり，しかも可

　能な他の任意のω0（T）に対して卯0＊（T）＜り50（T）が成立して，点∬＊（T）にお

　いてり50＝0に平行な・4（T）の支持超平面が存在する．したがって，ベクトル

　　　　　　　　　η＊（」「）＝［ηo＊（7「）　η＊（7「）】瓢｛一1　　0］

　はこの点における五（T）の外向き法線ベクトルとして定めることができる．

　いま，η＊（のをη＊（T）＝0の下での微分方程式体系

　　　　　　　　　響一一∂∬1砦）・彦］凶・（のδ

・一・［訓であ・（念のため）・
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　の解とすると，この章の無想2］たよって，投資政策1＊（のは随伴トラジ

　ェクトリ「η＊（のの下で最大値条件（2．11）を［0，r望】のほとんどすべてのと

　ころで満足する．すなわち，1＊（の鴇1＊（孟，η）である．拡張費用関数Sは1

　の厳密な凸関数であり，5）¢o＝0に平行な上の支持超平面は唯一点謬＊（T）

　で孟（7）に接する．よって，∫＊（の，げ（の，およびη＊（のは，それぞれ，一

　i義的に決定される．　　　　　　　　　　　　　　・　　　　（証明終り）

　さて，以上のことを準備しておいて，最適投資政策を求めることを考えよ

う．上に証明されたいくつかの［主張】により，負の現在価値」『（の嘗」ρo（T）を

最小にする投資政策1＊（の，資本ストックの最適トラジェクトリが（の，およ

び随伴トラジェクトリη（のは，境界条件妖0）＝鞠，η（T）＝0をもつ微分方

程式体系

を満し，最大値条件

dりσ（の／伽騙1（の一δ劣（の

誓）一一∂∬［砦），ψ］・一・・＋・（のδ

）2
9

2（

）01
●

2（

一S［1＊（の，診］θ一γ‘＋ヵ（の1＊（の＝max［一S（1，のθ調＋η（の1】（2．11）

　　　　　　　　　　　　　　∫媛ρ

を計画期間【0，T］のほとんどすべてのところで満す1＊（の，げ（の，η（のと

して一義的に決定される．

　ところで，最大値条件（2．11）は，H：amiltonian関数Hを下のように定義

するとき，それを∫e9について最大にすることと同値である．

　　　　　H＝＿＿｛S［1（め），　司＿∬［ω（ε），　司｝θ一γ‘十η（オ）［∫（古）一δgゆ（ホ）］　（2．15）

　ここで，

　　　　　　　　　　　　　　ψ（め）＝η（孟）（ブム

によって定義されるベクトル関数ψ（のを導入すると，g（のは粗投資の帰属価

格ベクトルと解釈され，微分方程式（2．10）は下のように変形される．

　　　　　　　　繁し』畿麺・・（の（沼＋δ）　（・．16）

5）　五（T）は資本ストックの到達可能点集合オ（7T）上で定義された厳密に凸なる超曲面

　である．
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ただしダ旗丁における境界条件は妖7）r犀0‘であり，Eは％次の単位行列で

ある・臨最大値鰭（2・U）、とH脚11伽i・n購（2・15）．綱様・・，それ

ぞれ，下のよ、うに変形される，

　　　聯8［1＊（君），　君】十9ρ（オ）1＊α）堂鵬・卜8（功＋ψ（の11．（2。17）

　　　盈’ま一｛S［1（の，ε］一π［諮（の，6】｝θ一・‘＋ψ（の［1（の一δ劣（の1θ一・‘．（2．i8）

　かくして，最適投資政策は関数：H4を

　　　　　　　　　　　H4・＝一S［1「（診），　ご］十9（ε）1（診）　　　　　　　　　　　　（2．19）

によって定義すると，研を1∈・9について最大にすることによって，ψ（のの

関数として得られる．

　さて，（2．19）で定義される関数H4を1について偏微分すると，

　　　　　　　　　　　　　跡追一一釜牽ψ（ε）　　　　　（2．20）

が得られる．ここで∂S／∂1は，∂S／∂1＝【∂S／∂11∂S／∂12……∂S／∂1。】なる％

次行ベクトルである．

　もし1（ののとり得る値に制約がないならば，H4が1について最大になるた

めの第1次条件は（2．20）がゼロとなることである．

　最大のための第2次条件は関数8が1について厳密な凸関数であることに

よって保証されている．

　したがって，投資政策に関する制約1∈9を考慮することによって，関数

H4（（2．18）で定義される関数H）を最大にする（最大値条件（2．17）を満す）

最適投資政策は，計画期間ω，Tlに属するそれぞれの滑こついて決定するこ

とができる．

・以下においては一つの特別な場合について考える．

　そこで，（2．20）をゼロとおいて得られる方程式の解を1η（の魑1πμ，ψ（の］

によって表わし，∂S／∂ろを餅（の＝s紅（の，4（ゼ＝i，2，……，のによって

衷わす．ぷ（のは，時点昂こおいて第6資本財への粗投資を1単位増加させた

ときの限界費用一lnarginal　exPansion　costと呼ぶ一である．
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　このとき，

［主張β］0≦戸（の≦1皿。。が成立する計画期間［0，T］の部分区間において

　は，関数∬を最大にする（最六値条件（2．17）を満す）投資政策は，nlarginal

　expansion　costと粗投資の帰属価格を等しくならしめる水準で粗投資を行

　なうことである．すなわち，このような部分区間におい」（は

　　　　　　　　　　　　　　1＊（のr・1H（の

　である．

　さて，以下においては，このような部分区間の性質について若干の考察を行

なう．

　まず，「帰属価格の資本ストック弾力性」を第1章の場合と同様に定義する．

すなわち，

　　　　E（隔）覇畿ll舗

　　　　　　　　　一娩（の｛一婦，の。毒）・（・＋・・）｝　　（2．21）

　　　　　　　　　　　　　　ム（の一δ幽（の

　次に，資本ストックのいくつかの特定の値を定義する．投資政策1＊（のに

対応する資本ストックのトラジェクトリをが（のとするとき，砒z＊／砒鵠0とな

る。じzの値を鋤1（②＝1，2，……，冗）で表わす．また，㊨（の論∂S（∫＊，の／∂ム

の下で吻¢／砒＝0となる鈎の値を筋2σ＝1，2，……，π）で表わす．した

がって，飢2から成るη次列ベクトルをげで表わすと，

　　　　　　　璽謀・の一・（の（沼＋δ）一∂s（も｝の（沼・δ）

である．

　さて，0≦∬正■（の≦τm、、が成立する部分区間においては，投資政策1＊（のに

対応する資本ストックのトラジェクトリが（のは

　　　　　　　　　　　伽＊（のμ‘＝∫∬1（の一δ自じ＊（の

によって規定される．

　いま，このような部分区間の一つをとって考え，その出発点を孟。，終点をち
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とすると，ご吋。における資本ストックの水準が編で表わされる、とき，資本

ス㌧クのトラジ・ク・トリ．・・＊①は　　　．　　・ピ・

　　　　　　　醐や・＋∫：凶鞠晦1『綱㌃隻1

によって与えられる．

・≦F（の≦漏話面する部輝に？1・てわれおれ脚よう磁す

ることができる．

【主張7】0≦1π（の≦1max炉成立する計画期間⑩，　T】の部分区間において

　は次の諸命題が成立する．

　投資政策1＊（の＝ア（のに対応する資本ストックのトラジェクトリをげ（の

　とすれば，

　（a）礎（の（盛＝1，2，……，％）の値が娠の勤」であるにしたがって，

　　d飾＊／砒蚕6である．6）

　（b）（i）％＊（6）＝％2ならば，marginal　expansion　costと粗投資の帰属価

　　　格は時を通じて変化せず，すなわち，．

　　　　　　　　　　撃一二［∂s（葛契牛・

　　　であって，　m批rginal　expansion　cosも，　marg量nal　operat藍ng　Profit

　　　および粗投資の帰属価格の間には次の関係が成立する．

　　　　　　ψ（の（沼＋δ）一∂s（る｝の（・E＋δ）一∂∬（蓑叢・の

　　（ii）げ（の≧がならば，吻／碗＞oであって，ψ（の，∂S（1＊，の／∂ろ

　　　∂∬⑫＊，の／伽の問には次の関係が成立する．

　　　　　　ψ（の（沼＋δ）一∂s（も｝の（沼＋δ）〉∂π（券の

　　（iii）　ω＊（の≦がならば，♂ψ／（泥く。であって，ψ（の，∂S（1＊，わ／∂1，

　　　∂∬⑫＊，の／伽の間には次の関係が成立する．

6）　複号同順
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　　　　　　　・（の（沼＋δ）一∂S！嘉，の（沼・・）〈∂μ（蕩，の

　（c）（i）礎（の＝げならば，錫＊（のキ婦なるづと娩＊（のに対して，E⑫②＊，

　　　ψ∂＝0である．

　　（ii）　り0＊（の≧りσ2な：らば，飾＊（の≧錫2＞観1，飾＊（ε）〉飾2≧娩1，筋＊（の〉錫1

　　　≧銑2なる徒飾＊（のに対してE（飢＊，．ψ∂＜0である．．また，続1＞ρσ諮

　　　（の≧りσ茗2なるづと娩＊（のに対してE＠諮，ψ∂＞0である．

　　（iii）　りじ＊（の≦9じ寧な：らば，紛＊（のく劣～≦飾1，紛＊（のくα場≦亀2，α㌃＊（の≦劣～

　　　＜銑1なる奄とバ（のに対して1・ずれの場合もE＠乞＊，ψ∂＜0であり，

　　　、曜くりσz＊（の≦婦なるぢと簸＊（のに対してE（飾＊，ψの＞0である．

1証明］命題（a）の成立は労～（i＝1，2，…一．・，％）の定義から明らかである，

　次に命題（b）について考える．．投資政策1＊（の＝F（のは（2。20）をゼロとお

　いて得られる方程式の解であるから，

　　　　　　　響≧老［∂S（1『＊，　の　　　∂1］　　　　　’

　　　　　　　　　　㍗∂∬（器の＋φ（の（粥＋δ）

　　　　　　　　　一一∂π（謬1・のギ∂s（ll・』（面・）　（・．22）

　が成立する．したがって，が（の嵩がならぽ，灘2の定義から明らかに吻／協

　＝Qであり，（2，22）により

　　　　　　　撃一謝重S（1＊，の∂ノ］一・　　　（・．23）

　　　　　　　・（の（γE＋δ）一ρs（詳し％E・・）一∂π（籍≧

　である。

創＊ iの≧げならば，関数∬がωについて凹であることと，♂の定．義から，

　　　　　　　　　幣磐一一塑篇の＋ψ（の（沼＋δ）

　　　　　　　　　　　　〉一∂聖悲田）＋ψ（の（沼＋δ）

　　　　　　　　　　　　＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．24）
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が得られる．（2」22ンを考慮する妬．

　　・ド　ψ（の（沼＋δ〉一興（蝦ナβ）≧∂π（器4）

であることが判明する．

が（の≦劣2ならば，上と同様に，∬が劣の凹関数であ．ることと，¢2の定義に

より，

　　　　　　　　響』一∂∬＠＊・の・。（・）（沼・・）

であり，（2．22）により

一く

0、
＝

　　∂」醇

β∬ Q，の＋ψ（の（沼＋δ）

（2．25）

　　　　　　　　ψ（の（沼＋∂）＝讐』＜∂π（護叢，f）

である，

最後に命題（c）について考える．E⑫¢，ψ∂の定義（2．21）と（2．23），（2．24），

（2．25）により，が（の＝げ，劣＊（の≧”2，ω＊（の≦げのそれぞれの場合について

　　　　　　　　　　1ε＊（㌻誇＊（の恥・＊，ψ・）＝o，

　　　　　　　　　1’＊（雛誇・＊（の恥・＊，9・）＞o，

　　　　　　　　　　1乞＊（雛誇＊⑦E（嬬ψ・）＜o，

が，それぞれすべてのi（z＝1，　2，　…　。・・…　，　？z）に対して成立する．したが

って命題（a）を考慮すると，E（鈎＊，ψ‘）の符号について次のようにいうこと

ができる．

が（の＝劣2ならば，oσ乞＊（のキ99毒1なるぜと亀＊（のに対して習（職＊，ψ∂雛0で

ある．

劣＊（の≧げならぼ，観＊（の≧調β‘2＞紛1，観＊（彦）〉飾2≧劣～，錫＊（の〉婦≧観2な

る②と鋤＊（のに対してはいずれの場合も∬乞＊（の一δ轟＊（のく0であるから，

E⑫‘＊，ψ∂〈0である．また，り5ε1＞ρ5ε＊（の≧り。名2なる6とりOz＊（のに対しては
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1汽の一δ轟＊（の＞0であるから，E（飢＊，ψ‘）＞0である．、

蝋の≦げならば識＊（のく∬・2≦嬬欧のく曜≦筋2識＊④≦婦〈曜な

る②と雌（のに対していずれの場合も1汽の一δ轟＊＞0であるから，E＠‘＊，

ψ∂＜0である．また曜く簸＊（の≦簸2なる葱と簸＊（のに対してE＠ゴ＊，φ∂

＞0である．　　　．　　　　　　　　囁　　　　　　　　　（証明終り）

2．2．2．標的集合がコンパクトな凸集合の場合

　この項では，企業が計画期間の終り加7マにおける資本ストックの水準につ

いて，それが”空間Rηのあるコンパクトな凸集合に属していることを要求し

七いる場合について考える．亡＝Tにおける標的集合を除けば，モデルを構成

する諸要因は前項のものと同一であると仮定する．7）

　さて，資本ストックの終期状態に関する制約は

　　　　　　　　　　　　　X－min≦露（7）≦Xmax　　　　　　　　　　　　　　（2．26）

によって表わされるものとする．ここで，鷺次元ベクトルXmi。，　Xm。、は

　　　　　　　　　飛iii｝熱熱ij

によって定義され，X翻。∴XZm。x（z臨1，　2，　・・一・・，　π）はいずれも有限な正

の実数である．制約（2．26）を満すすべての終期状態の集合をX⊂1㍗によって

表わす．集合Xはむ＝Tにおける標的集合である．

　したがって，ここでの問題は，資本ストックの初期状態κoを制御プロセス

　　　　　　　　　　　　砒（の／（Z‘＝1（の一δ劣（の　　　　　　　　　（2．2）

にしたがって，計画期間の終りに標的集合Xに属するある終期状態に移し，

かつ目的汎関数

　　　　　　・（・）一畑一∫1｛・1・（の，司諏（棚｝ピ・砒　（・．1）

7〕　したがって，第1章における〔主張1〕から巳主張4〕まではここでも同様に成立
　する．
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最小にする投資政策1（のGΩ（0≦¢≦T）を選ぶことである∴

　初期状態鞠から始まり，投資政策∫（の⊂：・9（0≦¢≦T）に対応して，プロ

セス（2．2）にしたがって制御される資本メトヅクの．トラジエクトリ頭のの到

達可能点集含をA（T）⊂B”によって表わす．このとき，われわれの問題が意

味をもつためには，集合且（T）と集合Xとの共通部分且（T）∩Xが空集合で

あってはならない．換言すれば，われわれの問題には，許容投資政策が少くと

も一つは存在しなければならない．もしそうでなければ，初期状態飾を標的

集合Xに属する終期状態に移す投資政策が制約

　　　　　　　　　　0≦1（の≦Imax　　　（0≦診≦Z7）　　　　　　　　　　　　　（2、3）

を満すもののなかに存在しないことになるからである．

　そこで，企業は集合且（T）∩Xが空集合でないように，すなはち

　　　　　　　　　　　　　　・A（T）∩X≒φ　　　　　　　　　（2．27）

であるように標的集合Xを定めているものと仮定する．

　さて，この章の［主張1】で証明されているように，初期状態鋤から始まる

制御プ巨セス

　　　　　　　d劣。（ホ）／〔オ6＝｛S［∫（ε），　診］一∬［αコ（ε），　司｝θ一プ‘　　　　　　　　（2．6）

　　　　　　　伽（の／（瀦＝1（の一δ05（ホ）　　　　　　　　　　　　　（2．2）

の投資政策1（の⊂9（0≦め≦7）に対応する到達可能点集合孟（T）の下方境界

は・4（T）上で定義された厳密に凸なる超曲面である．

　いま，＠o，の空間Rηナ1における集合Xを

　　　　　　　　　　　　　　X＝。配1×X

によって定義すると，仮定（2，27）によって，集合Xと到達可能点集合オ（7）

の共通部分が存在することになり，しかも集合一と盆（T）の下方境界とめ共

通部分は厳密に凸なる超曲面を形成することになる．われわれにとっての問題

は目的汎関数」（1）＝”o（T）を最小にする投資政策を求めることであるから，

Xと孟（T）の下方境界との共通部分だけが議論の対象となる．換言すれば，

目的汎関数J’（1）＝が（T）はその共通部分のある点で最小になる．オ（T）の下

方境界はA（T）上で定義された厳密に凸なる超曲面であるから最適終期状態
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がその共通部分に存在することは明らかである．

　ところで，目的汎関数」（1）需劣。（7）が最小になる最適点は集合一の内側

の点になっているか，あるいは一の境界点になっているかのいずれかである

が，このうち前者の場合は，結果的には前項で扱った場合と同じになるから，

以下においては後者の場合について考察する．

　このとき，目的汎関数」（1）軍卯。（T）が最小になる最適点は集合Xの境界

点であると共に集合孟（T）の下方境界点になっているはずである．目的汎関

数は，Xと漣（T）の下方境界の共通部分に属するある点で最小になるからで

ある．

　さて，われわれは，最適投資政策を次のように規定することができる．

［主輩8｝　初期状態蜘から始まり，投資政策と資本ストックの終期状態に関

　して制約

　　　　　　　　　　　0≦∬（オ）≦1塒ax　　　（0≦～5≦ク7）　　　　　　　　　　　　（2，3）

　　　　　　　　　　　Xmin≦06（T）≦Xmax　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．26）

　をもつ制御プロセス

　　　　　　　　♂∬o（亡）／♂オ讐｛S［1（め），　司一1τ［欝（ε），　オ】｝θ一γε　　　　　　　（2．6）

　　　　　　　　伽（の／砒＝1（の一δoじ（の　　　　　　　　　　　（2．2）

　を考える．

　対応するトラジェクトリτ＊（のをもつ投資政策1＊（の⊂9（0≦診≦T）は，

　もし1＊（の，¢＊（の，対応するゼロでない随伴トラジェクトリη（のが微分方

　程式体系

　　　　　　　　　響一』聯の・孟］・…・・（・）・　（・．28）

　を満し，最大値条件

　　　一S［1＊（の一］θ一π十η（の1＊（の＝max［一S（1，のθ一γ‘十η（の1］（2．29）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬∈ρ

　を計画期聞［0，Tlのほとんどすべてのところで満すと共に，随伴トラジェ

　クトリの終期状態η（T）が標的集合Xの境界点が（7）における内向き法線

　ベクトルとなっているならば，最適投資政策である．ここで



9◎・

　　　　　　　　　　　　　鋤儒）］

　である．

［証i勇11＊（の，劣＊（の，η（のが微分方程式体系（2，28）と最大値条件（2L29）

を満すものとする．11（のを，対応するトラジェ．クトリ♂（のをもつ任意の

許容投資政策であるとする．8＞この章の住張41の証明をはじめとしていく

つかの個所で用いられているのと同じ方法を用いて

　　　　　　［一謎ヲ。＊（T）十η（T）ω＊（17）1一【一窺言01（7，）十η（望「）偲1（T）」

を計算する。このとき，最大値条件（2．29）と関数πが卿こついて凹である

　ことにより次の不等式が得られる．

　　　　　　一劣。＊（T）十η（T）αヲ＊（T）≧一眠01（7▼）十η（1，）oρ1（T）　　　　　（2．30）

　ところで，加丁における標的集合Xは劣空間Eηにおけるコンパクトな凸

集合であるから，それは，境界点ω＊（T）において，内向きの法線ベクトル

η（T）をもつ支持超平面をもっている．したがって

　　　　　　　　　　　　η（77）［αコ1（1「）一ω＊（T）｝≧0

　が成立する，よって，（2．30）により

　　　　　　　　　　　　　　oθo＊（T）≦劣01（T）

である．すなわち，1＊（の⊂9（0≦オ≦T）は最適投資政策である．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

2．3．資本ストヅクの終期状態の評価

われわれは今までの議論において，企業の目的は汎関数

　　　　　　　」（1）一∫1伽（の1（の一∬［・・（の，疹1｝’砒
（1．35）

あるいは

」（・）一∫1｛Sl・（の，εト∬［・・（の，め】｝雌
（2．1）

8）　すなはち，投資政策11（のは制約（2．3）を満すと共に，初期状態鋤を集合ゑ（T）∩X

　に属するある終期状態に移す投資政策である．
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を最小にすることであると想定してきた．これらの汎関数には，計画期間の終

りにおける資本ストックの状態は独立した要素としては含まれでいない．換言

すれば，企業の目的の中には，資本ストヅクの終期状態は独立した項目として

はみっていないのである．しかし，われわれが今までやってきたように，計画

期間が固定された有限の長さのものであると仮定するときには，企業は資本ス

トックの終期状態自体を目的関数の中に独立した項目として含めることがある

と想定することは不可能ではないように思われる．

　そこで，以下においては，目的汎関数をこ．めような方向に修正したモデルに

ついて考察する．資本ストックの終期状態にらいて，企業は，資本ストックの

連続かつ微分可能な画関数として定義される，ある実数関数の値が可能なかぎ

り大きくなることを望むものと仮定する．そこで，この関数を％で表わすと，

最小にすべき目的汎関数は

　　　　　」（卜嘱丁）］・∫1｛S［・（棚一π［鵬・］｝・…・・（・．31）

によって与・えら；れる．9）

　モデルを構成する他の諸要素は前々項2．2．1におけるものと同一であると仮

定する．

　このとき，問題は，資本ストックを初期状態劣。を，制御プロセス

　　　　　　　　　　　伽（の／砒＝1（の一δ¢（の　　　　　　　　　（2．2）

にしたがって，ω空間丑πに属するある点に移し，しかも，（2．31）で定義され

る目的汎関数を最小にする投資政策1（の⊂ざ2（0≦亡≦T）を選ぶことである。

　このように定式化された問題に対して，第1章における［主張1】から〔主張

紛までが成立することは明らかである，

　そこで，最初に，この問題には汎関数（2．31）を最小にする最適投資政策が

9）関下の具体棚下として鰍のようなものが叛られる．たとえば箇㌻二本財
の終鰍齢・の㌘戦当り・alva・・v・1・・が・・ならば・資本スト。瞭働

　salmge　valueはΣZ鰯じ（T）であり，この現在価値は
　　　　　　　　　ごニヒ
　　　　　　　∫註二曲（7ルー醗一・（1イの£撚の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　芝＝1　となる，これを？旺妖丁刀にとればよい．
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存在することを証明する．　　　　　、　　　　11』

　以下の議論をやり易くするために，新しい状態変数ρゆ。（のを，前と同様に，

次のように定義する．

げ（の一∫：｛Sl・（・），・】一πゆ（・）・・】｝6一嘱・

　　　　　　　”o（0）＝0

したがって，が（のに関する制御プロセスは

　　　　　　　伽。（の／（沈＝｛S［1（の，診1「∬＠（の，ε】｝θ一7ε

（2．4）

（2．5）

（2．6）

である．また目的汎関数（2．31）は」（1）＝一唖aヶ（T）】＋が（T）と表わされる．

初期状態絢から始まり，投資琢策1（の⊂9（0≦め≦T）に対応するトラジェ

クトリτ（のの到達可能点集合を4（T）で表わす．ここで

　　　　　　　　　　端｛鼠1・・（の一［翻

である．また集合．4。⊂Rη＋1を，XO≦り窪0なる点（XO，⑳∈オ（T）が存在する

すべての点＠o，の∈Eη＋1の集合として定義する．

　このとき，投資政策1（のの値はコンパクトな制約集合9にあるから，集合

孟（T）は＠o，り6）空間E”＋1において有界であり，われわれの問題は連続関数

一彿＠）＋劣。を有界集合4（T）の上で最小にすることである．そして，この章

の［主張11において明らかにされているように，・4。⊂R側は閉じた凸集合で

あり，五．の下方境界は・4（T）に属し，4（T）の下方境界は資本ストックの到

達可能点集合A（T）上で定義された厳密に凸なる超曲面である．また，初期

状態ゼロから始まり，1（の⊂9（0≦診≦T）に対応するトラジェクトリ。ゆ。（のの

終期状態。βo（T）は集合孟。の（したがって孟（T）の）下方境界に属する唯一

点で最：小になる．

　さて，このとき，われわれは次のように主張することができる．

庄張91資本ストックの初期状態飾から始まり，投資政策に関する制約

　　　　　　　　　　　0≦1’（オ）≦1’max　　　（0≦孟≦1■）　　　　　　　　　　　　（2．3）

　と目的汎関数
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　　　　」（ト砲（T）］・∫1｛・［・（の，・］一聯岡國・（・．3・）

　をもつ粗投資と資本ストックの間の制御プロセス

　　　　　　　　　　　doゆ（ε）／（1亡＝1てε）一δつじ（オ）　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）

　を考える、このとき｝目的汎関数」（1）＝一日妖丁）］＋劣。（T）は到達可能点

集合五（T）の下方境界に属する唯一点で最小になる．

［証明］はじめに，目的汎関数（2．31）が最小になる点の存在することを証明

する．問題は有界な到達可能点集合且（T）の上で連続関数一窃⑫）＋ωoを

最小にすることである．関数一頭㊨＋劣0はそれぞれの固定されたりじに対し

　てがと共に単調に減少するから，一働＠）＋り。。の下限は・4（T）上の最小値

　に等しい．ところで，・4（T）は有界で，4（T）の下方境界は五。の下方境界

　であり，11。は閉集合であるから，五（T）の下方境界はコンパクトである．

　関数一頭の＋がは集合孟（T）のコンパクトな下方境界上で，＠o，oヶ）に

ついて連続であるから，4（7）の下方境界に属するある点＠o，％）で一頭の

　＋がは最小になる．もしそうでなければ，ガ〉ω01なる点＠Ol，⑳∈且（T）

が存在することになり，そのとき一％＠）＋が〉一恢⑫＋りじ01であるから，

　＠o，り。）は最適点でないことになるからである，

　次に最適点が唯一つであることを示す．そのために，＠0，の空間野際に

　おける超曲面族

　　　　　　　　　　　　σ。：一％＠）枕。＝ω

　を考え，それぞれの実数ωに対して集合∠、⊂R醐を

　　　　　　　　　　』。＝｛＠o，剛一窃＠）＋りゆ。≦ω｝

　によって定義する。10）　集合∠、と到達可能点集合通（T）との共通部分が空

　集合にならないすべてのωの下限をω＊で表わす．　このとき，ω〉ω＊なる

　ωに対しては超曲面ひ。は4（T）の内部と共有点をもち，ωくω＊なるω

　に対してはσ。は孟（T）と共有点をもたない．したがって，ひ、はωコω＊

　のときにかぎって孟（T）と接し，ω＊は目的汎関数の最小値である．いま，

10）集合あは内点をもつコンパクトな凸集合である．



　94・

　点Pが’4（7）∩σ。＊に属する点であるとし，8＊を点Pにおけるσ。＊の

　出超平画で妊るとすると，『＊は，それが．4（T）の内部と共有点をもつ場合

　にかぎって，孟（T）とσ。＊を分離しない．しかし，到達可能点集合オ（T）

　の内部の開集合1Vが8＊の下方にあるならば，基2＞と頂点Pをもつ錐体

　は・4（7）の内部にあることになり，したがってS＊の下方にあることにな

　る．しかるに，超曲面σ。＊は点Pにおいて超平面8＊に接するのであるか

　ら，このことはσ。＊が・4（T）の内部と共有点をもつことを意味する．しか

　し，ω＊は目的汎関数の最小値であるから，このことは不可能である．よっ

　て8＊は～7。＊と五（T）とを分離する．

　さて，かりに集合・4（T）∩σ。＊に（したがって五（T）の下方境界に）異な

　つた2点P1とP2があることを想定すると，　PlとP2を結ぶ線分は4（T）の

　下方境界に属することになるが，この章の［主張11で証明されたように，

　4（7）は．4（7）上で定義された厳密に凸なる超曲面であるから，このこと

　は不可能である．よって，超曲面ひ。＊は唯一点において五（7）の下方境界

　に接することになり，目的汎関数（2．31）はその点でだけ最小になる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

　以上において，目的汎関数（2．31）は到達可能点集合」（T）の下方境界の唯

一点で最小になることが証明されたから，初期状態蜘をプロセス（2．6），（2．2）

にしたがって，4（T）の下方境界の各点に移す投資政策が，それぞれ唯一っで

あれば，最適投資政策は唯一つであることが主張できる．しかるに，τ。を

孟（T）の下方境界の同一の点に移す任意の二つの許容投資政策は，計画期間

【0，T］のほとんどすべてのところで一致することが証明されている（この章

の［主張3】）から，最適投資政策は唯一つである．すなわち，

〔主張10］資本ストックの初期状態飾から始まり，投資政策に関する制約

　　　　　　　　　　0≦1（の≦lm。．　（0≦ε≦71）　　　　　　　　　　　　　（2．3）

　と目的汎関数

　　　　　J（1）一一嘔短刀＋∫1｛S［1（の，診ト∬［・・（の，孟】｝・一脇（2．31）
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　をもつ粗投資と資本ストックの間の制御プロセス

　　　　　　　　　　　　♂劣（ご）／（1オ＝1’（診）一δ劣（ε）　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）

　を考える．このとき，初期状態¢。を到達可能点集合・4（T）の下方境界に属

　する同一の終期状態に移す任意の二つの投資政策∬1（の，12（の⊂9（0≦ψ≦

　T）について，計画期間【0，T】のほとんどすべてのところで

　　　　　　　　　　　　　　11（の隅12（の

　が成立する．そして，目的汎関数（2．31）を最小にする最適投資政策は唯一

　つである．

　このように，最適投資政策は資本ストックの初期状態飾を到達可能点集合’

・4（T）の下方境界に属する終期状態に移すのであるから，それはこの章の［主

張幻に述べられている諸条件を満している．

　さて，次に，ある投資政策が最適投資政策であるための十分条件を明らかに

しよう．

【主張1H　資本ストックの初期状態κoから始まり，投資政策に関する制約

　　　　　　　　　　0≦1（の≦lmax　　　　　（0≦オ≦T）　　　　　　　　　　　　（2。3）

　と目的汎関数

　　　　　」（∫）一一零丁）】・∫1｛Sμ（の，・】一π［・（の，・】｝囲・（2．3・）

　をもつ粗投資と資本ズトックの間の制御プロセス

　　　　　　　　　　　　dαヲ（捗）／（江孟＝1（診）一δっσ（診）　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）

　を考える．このとき，投資政策1＊（オ）⊂二9　（0≦ε≦T）が，対応する資本ス

　トックのトラジェクトリが（の，ゼロでない随伴トラジェクトリη（のと共

　に微分方程式体系

　　　　　　　　　吻留一一∂∬［聯鯛・…・・（・）・　（・，32）

　を満足し，最：大値条件

　　　　一Sμ＊（の，　dθ　γ‘十η（の1＊（の＝rnax［S（τ，　のθ『7‘十η（の1】　（2．33）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬∈9
　を計画期間［0，T』のほとんどすべてのところで満し，かつ計画期間の終り

　孟＝71における横断条件
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　　　　　　　　　　　　　η（T）＝91r駄d制｛⑳＊（T）】　　　　　　　　　　　　　　　（2．34）

を満すならば，最適投資政策である．

【証明】1＊（の，ω＊（のおよび写（のは，最大値条件（2．33）と横断条件（2．34）

を満す（2．32）の解であるとする．このとき，operating．　profi七∬がωの

凹関数であることと最大値条件とにより，対応するトラジェクトリガ（のを

　もつ任意の許容投資政策11（のに対して不等式

　　　　　　一α30＊（T）十η（7■）卯＊（コr’）≧一の01（T）＋η（T）”1（T）　　　　　（2．35）

が成立する．ここで，等号は∫＊（のと∬1（のとが計画期間［0，勿のほとん

　どすべてのところで一致する場合にだけ成立する．

　ところで，不等式（2．．35）に対して横断条件（2．34）を適用すると，

　　　　一・・＊の＋∂鳴募丁）1・…（7）≧一・・1（T）＋∂嘱夢7）］・・1の

が得られる．ここで∂窃／伽は∂％／∂飢から成る鴨次の行ベクトルである．

　この不等式を変形すると，

　　　　　一考0＊（T）＋彿【09＊（T）］＋讃30且（T）一畷劣1（T）1

　　　　　≧∂窃［餐丁）】［・・1の一・・（T）］一［・＠1（T））一・＠・（7））」

が得られる．ここで関数窃は劣について凹であることを仮定したから，

∂％［M写）］［・・（T）一・・（T）1≧・［・1（T）］一・［・・＊（T）】

　が成立する。よって

　　　　　　　　一郎。＊（T）＋蜀［ω＊（7）】＋ω01（T）一zむ［劣1（7）】≧0

　　　　　　　　一調［ρケ1（T）］＋ρρ01（T）≧一％＠＊（T）］＋劣0＊（7）

　であり，したがって1＊（のは最適投資政策である．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

最後に，その一義的存在が証明された最適投資政策とそれに対応する資本ス

トックの最適トラジェクトリ，および随伴トラジェクトリが一義的に決定され

ることを証明しておく．

［主張121　資本ストックの初期状態⑳。から始まり，投資政策に関する制約
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　　　　　　　　　　0≦1（の≦∫m蹴　　（0≦オ≦T）　　　　（2．3）

　と目的汎関数

　　　　　」（・）一一ゆの1・∫1｛S［・（棚一∬［・（棚｝・…・・（・．3・）

　をもつ，資本ストックと粗投資の間の制御プロセス

　　　　　　　　　　　　d劣（6）／（16＝1’（孟）一δ労（6）　　　　　　　　　　　　　　　．〈2．2）

　を考える．このとき微分方程式体系

　　　　　　　　　　d加（む）／（泥瓢1『＊（オ，　η）一δ田（渉）

　　　　　　　　　　d窪）一』讐）・ご1凶・（の・

　は境界条件妖0）嵩飾，η（T）＝grad観下馬）】の下で一義的な解が（の，η＊（の

　をもつ．ここで，1＊（ちη）は最大値条件

　　　一Sμ＊（の’亡］e覗十η（の1＊（の＝max［一S（∫，のθ一「δ十η（の1】（2．33）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ∈9
　によって決定され，∫＊（の＝1＊α，η）は，対応する資本ストックの最：適トラ

　ジェクトリげ（の、をもつ唯一つの最適投資政策である。

［証明］　この章の［主張9】の証明の中で定義されている，＠0，0σ）空問Eη＋1

　における超曲面族σ。：一％＠）＋がの中には，集合・4。⊂Rπ＋1の下方

　境界に接する唯一つのひ。＊が存在し，ω＝ω＊は目的汎関数（2．31）の最小

　値である．超曲面σ。＊は，到達可能点集合五（T）の下方境界の唯一点

　必＊（T）においてノ1，の（したがって孟（T）の）下方境界に接する．11）そし

　て，σ。＊の接超平面8＊は点拶＊（T）における五．の支持超平面になってい

　る．したがって，われわれは，η＊（T）＝［一1η＊（T）］をこの超平面s＊に

　対する法線ベクトルとして定めることができる．

　∫＊（り⊂g（o≦孟≦71）を，トラジェクトリ謬＊（のによって初期状態蜘を終期

　状態∬＊（T）に移す唯一つの投資政策であるとし，η＊（の＝［一1η＊（の1を，

エ1）　謬二尺7りはトラジエクトリ

　　　〆（の一［1：捌

　　の終期状態である．
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終期条件η＊（7）＝grad％＠＊（T）】の下での微分方程式体系

　　　　　　　　　誓）一一∂エτ［α，羨妄オ）・　亡】θ一γε＋η（め）δ

め解と定義する．1＊（のは¢oを∠藍（T）の下方境界の点に移ナ投資政策であ

るから，それは随伴トラジェクトリη＊（の＝【一1η＊（の1と共に最：大値条件

（2．33）を満足する．すなわち

　　　　　　　　　　　　1＊（孟）＝1＊（ε，　η）

である．　－．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

　以上この章においては，第1章の基本的モデルを二つの面で修正したモデル

について考察した．修正の第一は，expansion　costを粗投資の厳密な凸関数

として定義し直すことであり，第二は，第一の修正の下で，目的汎関数に計画

期間の終りにおける資本ストックの水準の関数として定義される項を導入した

ことである．

　これらの修正によって最適投資政策は，もちろん，第1章におけるものとは

異なった形で得られるのであるが，expansion　costを粗投資の厳密な凸関数

と仮定することによって生じた最も重要な変化の一つは，最適投資政策が一義

的に決定されるということである．また，第二の修正がもたらした変化のうち

で重要なものの一つは，投資政策の最適条件の一つである横断条件が異なった

ものとなることである．
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第3章　生産技術の研究・開発と

宣伝・広告政策

　今までの二つの章では，われわれは，もっぱら，資本財に対する最適投資政

策について論じてきた．この章では，資本財投資と共に企業による生産技術の

研究・開発と宣伝・広告の政策について考察する．まず，研究・開発政策の問

題から議論をはじめよう．

3，1モデルの構成

　巨視的成長理論にとって技術的進歩が非常に重要な問題であることは広く認

められていることであるが，技術進歩は，特に個別企業の生産過程を研究しよ

うとするとき，まったく外生的な現象であるとしてしまうことはできない．そ

れぞれの企業の外部における技術進歩によって当該企業が恩恵を受けることは

一般に認められるところではあるけれども，企業自身による生産技術の研究，

開発もまた非常に重要な問題であるといわなければならない．そこで，以下に

おいて，企業による生産技術の研究と開発はどのように行なわれるとき，企業

の目的にとって最適であるかを，資本財に対する投資政策との関連において検

討する．

　企業は，第1章（および第2章）のモデルにおけるのと同じく，各時点にお

いて，冗種類の資本財とm種類の可変的生産要素を用いて1種類の生産物を

生産しているものと想定し，その在庫水準は常にゼロであるとする．

　産出量を9（の，資本ストックの物次元ベクトルを畷の，可変的生産要素の

投入量を〃（のによって表わし，これらの間の関係が生産関数

　　　　　　　　　　　　£（古）＝！［卯（ご），　エノ（孟），　司　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）

に要約されるものと仮定する．

　そこで，議論を簡単にするために，技術進歩がHicksの意昧で中立的であ

ることを仮定すると，生産関数（3．1）は，技術水準の尺度を適当に選ぶことに
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より

　　　　　　　　　　　　2（の＝θa（の9［05（の，〃（の1　　・　　　　（3．2）

の形に表わすことができる．ここで関数gはすべての正のりゆ，ンに対して2次

までの偏導関数をもち，その等産出量曲線はすべて原点に対して凸であり，か

つ滑らかであることを仮定する．

　ところで，生産関数（3，2）において技術水準を規定するα（のは，時点オに

至るまでの企業による生産技術の研究・開発政策によって規定されるものと考

えることができる．そこで，時間εにおける過去からの研究開発費の蓄積（貨

幣価値表示）をσ（ので表わし，「研究・開発基金」と呼ぶことにする．そし

て，α（のはσ（のの関数

　　　　　　　　　　　　　α（の＝α［σ（の】　　　　　　　　（3．3）

であって，すべてのσ＞0に対して

　　　　　　　　　　　　壽＞q｛鐸く・　　　（・．・）

なる性質をもつものであることを仮定する．われわれは過去からの研究・開発

費の蓄積σ（のを一つの「ストック」と考えることができる．尚，一般的に言

えば，研究・開発費の支出とその成果の間の関係は，確率的な，あるいは不確

実性を伴う関係として捉えるのが妥当であろうと思われるが，ここでは，α（の

はσ（のの確定的な一価関数であるものと仮定する．D

　さて，研究・開発基金σ（のは，各時点において，その一定部分が「摩滅」

するものと考え，摩減する割合をδ。で表わす．時間古における研究・開肇へ

の「粗投資」（研究開発費）を1．（のによって表わし，σ（のの初期状態がσ。で

あるとすれば，σ（のの運動は

　　　　　　　　　　　4σ（の／（泥＝1σ（の一δσσ（の　　　　　　　　　　　　　　　（3．5）　、

　　　　　　　　　　　σ（0）＝σo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）

によって規定されるものと想定することができる．

1）　また，時点オにおける技術水準は，σ（のよりもむしろそれ以前のσによって影響
　を受けると考えた方がよい場合もあると思われるが，このような場合はここでは扱わ
　ない．
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　次に，企業の収入関数について考える．時点渉における企業の収入泥（のは

生産物価格p（のと販売量の積として表わされ，販売量，需要量および産出量

2（のが共に等しいこ、とを第1章と同じように仮定すると，E（のは

　　　　　　　　　　　　　1～（6）＝＝P（オ）2（オ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．7）

と表わされる．生産物に対する需要関数は生産物価格妖のの右下りの一価関

数であって，企業にとって既知であることを仮定すると，総収入丑（のは生産

物価格と産出量のいずれかを決定すれば定まることになる。

　費用関数については次のように想定する．各時点における総費用は，可変的

生産要素の購入に要する費用（operating　cost），資本財の購入に要する費用

（expansion　cost），および研究開発費（時評開発投資）の三つから構成さ

れるものと想定する、operating　costをσ一【〃（の，司，　expansめn　cQstを

S［1（の，dで表わすと，時点帥こおける総費用σ（のは次のように表わすこと

ができる．

　　　　　　　　　C（の＝C『［〃（の，亡］十S［1（の，診］十1。（の　　　　　　（3．8）

ここでン（のは鱗（のから成る鵬次ベクトル，∫（のは第6資本財への粗投資

ゐ（のから成る口次ベクトルである。

　いま，ope職ting　costが可変的生産要素の価格とそれらの使用量の積とし

て表わされることを仮定すると，それらの要素の価格が娠のσ＝1，2，…，

祝）ならば，総費用関数（3．8）は次のように表わされる．

　　　　　　　　　C（亡）＝”（古）〃（む）＋S［1『（ε），　ご］＋1『σ（ご）　　　　　　　　　　（3．9）

ここで，嬢のは娠のから成る鵬次の行ベクトルである．

　したがって，時点aこおける純収入罪（のは（3．7）と（3．9）により

　　　　　　確（の＝π（の一。（の

　　　　　　　　＝P（の乞（の一｛”（の〃（の＋8μ（り，d＋∫。（の｝

によって与えられる．よって最大にすべき割引現在価値は，割引率が時を通じ

て一定のT＞0であるとき

　　　　ゐ一∫1｛・伽の一［蜘（り・S（・（の，堀（り］｝・一・鴇（・．1・）
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によって与えら鞄る．企業はこの割引現在価値を最大にするように行動するも

のと想定する．1『は固定された計画期間の長さであ．る．また，資本ストック

は，前の二章におけるのと同じく，その運動が

　　　　　　　　　　　　♂劣（‘）／（16＝望1（診）一δ劣（ε）　　　　　　　　　　　　　　　　（3．11）

　　　　　　　　　　　　ρヶ（0）＝劣。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　（3，12）

によって規定されるものと想定する．ここで，δは，δ名（0くδ乞く真，仁1，2，

　・…，％）を主対角線上の要素とする％次の対角行列あでり，飾は資本ストッ

クの初期状態である．

　かくして，企業は，制約（3．2），（3．5），（3．6），（3．11），（3．12）の下で，汎

関数（3．10）を最大にするように，り屡（の，〃（の，σ（の，∫。（の，p（の，2（の，

1（のを決定しなければならない．2》

　ところで，これらの決定変数のうち，p（のと2（のとはどちらかが決定され

ると他方は生産物に対する需要関数を通じて決定され，妖のは1（のが決定さ

れると（3．11），（3．12）を通じて決定され，σ（のは1。（のが決定されると（3．5）

と（3．6）を通じて決定される．また，σ（のは（3．3）によってα（のを規定す

る．そして，〃（のは，2（の，劣（のおよびα（のが決定されると，それらに応

じて（2．2）から決定される．

　したがって，企業が汎関数（3．10）を最大にしょうとするとき，各時点にお

いてその値を決定しなければならない変数は，産出量2（の，資本財への粗投資

1（のおよび研究・開発投資1。（のである．

　以下の各節において，目的汎関数（3．10）を最大にするようにこれらを決定

する問題について考察する．

／

3．2．最適な生産物価格と産出：量の決定

　第1章において構成されてモデルと同じく，上のモデルにおいても，生産物

に対する需要関数が企業にとって既知であって，その需要は常に満され，生産

2）　後につづく議論においては，われわれは投資政策と資本ストックの状態に関してい

　くつかの制約を追加するが，それらについては必要な個所で述べることにする．
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物在庫水準は常にゼロであることが仮定されているから，各時点における生産・

物価格（したがって産出量）の決定は他の時点におけるその決定から独立に行

なうことができる．

　したがって，われわれは，各時点において，与えられた水準の粗投資，資本

ストック，研究・開発投資，研究・開発基金に対して最適であるように，まず

生産物価格と産出量を決定し，それらに応じて上の諸変数を決定して行けばよ

い．

　このような生産物価格と産出量の決定は，operating　Profit∬（のを下の

ように定義するとき，第1章におけるそれと同様に行なうことができる．

　　　　　　　　　　Z1（診）＝」ρ（診）2（オ）一”（亡）〃（‘）　　　　　　　　　　　　　　（3．13）

すなわち，時点6における生産物価格と産出量とは，（3，13）で与えられるope－

ratihg　profit∬を生産関数

　　　　　　　　　　　2（め）＝θα（の9［劣（孟），　〃（ε）】　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）

の制約の下で最大にするように決定すればよい．このとき，α（のと妖のとは

共に所与と見倣す．

　さて，与えられた産出量2（のに対してoperating　costが最小になる最小

費用結合は

　　　　　　　露漁∵∵　）｝儲）・

を鱗（②瓢1，2，。・…㍉？η）とλについて解くことによって得られる．ここで

λはLagrangeの乗数である．方程式体系（3．14）を解いて得られる解は，一

般に，痔（の，」6（の，α（のおよびガ（のの関数として得られるはずである．そこ

で，これらの解を

　　　　　　　　　〃（の＝〃［9（の，謬（の，α（の，・び（の］　　　　　　　　（3．15）

によって表i；わす．

　次に，最小費用結合を与える可変的生産要素の投入量（3．15）の一ドでopel’a一・

ting　profitを最大にする産出量を求める．最小費用結合の下におけるope一
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　　ratlng　cost　を

　　　　　　　　　　　’σ（の瓢。『［2（の，95（の，α（の，η（の］

　　によって表わす．このとき，ope蛾ting　Profit∬は，生産物価格P（のが産

　　嵐量停（のの関数であることにより

　　　　　　　　π（の＝ρ［2（の］21（の一（フー｛2（の，りσ（の，α（の，”（の1　　　（3．16）

　　と表わされる．したがって，operating　Profitが，与えられた資本ストック，r

　　技術水準，および可変的生産要素価格の下で最大になるための第1次条件は

　　　　　　　　　　　　・（の・謬・・［・（の】一箸一・　　（3．・7）

　　が成立することである．また，最大のための第2次条件は

　　　　　　　　　　　　・（の・券＋2窪一群こく0　　　　　　　（3．18）

　　が成立することである，条件（3．18）の成立を仮定すると，operating　Profit

　　∬を最大にする各時点の産出量は（3．17）を2（のについて解くことによって

　　得られる，（3．17）の解は，一般に，oo（の，α（のおよび”（のの関数として得ら

　　れるはずである．そこで，この産出量を

　　　　　　　　　　　　　2（の＝z［劣（の，α（の，η（の］　　　　　　　　　（3．19）

　　によって表わす．

　　　産出量がこのように決定されると，生産物に対する需要関数を通じて生産物

　　価格が決定される．この生産物価格を

　　　　　　　　　　　　P（の＝P［労（の，α（の，砂（オ）］　　　　　（3．20）

，　と表わす．

　　　かくして，企：業が，与えられた資本ストック水準，技術水準および可変的生

　　産要素価格の下で，産出量を（3．19）に，生産物価格を（3．20）に決定するとき，

　　それぞれの時点翻こおけるQperating　Profitは最大になる．そこで，このよ

　　うなoperating　Profitを

　　　　　　　　　　　　∬（の雲π［αフ（の，α（の，”（6）］　　　　　　　　（3．21）

　　によって表わすことにする．

　　　ところで，企業の技術水準を規定するα（のは（3．3）のように，研究・開発
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基金σ（のの関数であることが仮定されているから，（3．21）で表わされるope・

r鼠ting　profitをま

　　　　　　　　　　　1τ（古）＝＝Zτ［劣（診），　σ（診），　？ノ（診）］　　　　　　　　　　　　（3．22）

と表わすことができる．ここで関数πは劣とσについて凹であることを仮定

する．

　かくして，operating　Profitが（3．22）のように与えられるとき，最大に

すべき目的汎関数（現在価値）（3。10）は下のように与えられる．

　　　　L一∫；｛聯），・伽（・）］一・陶，肌（の｝・咄（・．23）

　残された問題は，汎関数（3．23）を最大にするように，各時点の資本財投資

と研究・開発投資の水準を決定することである．資本財投資政策一τ（のと研究・

開発政策1。（のが決定されると，資本ストック妖のと研究・開発基金σ（のと

は，初期条件（3．12），（3．6）の下で，微分方程式体系（3．11），（3．5）によって

決定される．以下の各節ではこの問題を考察する．

3．3．最適な研究・開発政策と資本財投資政策の決定

　生産物価格と産出量が前節におけるように決定されると，企業にとって残さ

れた問題は，汎関数（3．23）を（3．11），（3．12），（3．5），（3．6）の下で最大にす

る資本財投資政策1（のと研究・開発政策Z。（のを決定することである．

　とFろで，可変的生産要素価格媛のは競争的市場における価格であって，

企業にとっては与件であり，以下の議論に影響を与えないから，（3．22）で表わ

されているoperating　Profitをπ［¢（の，σ（の，司と表わすことにする．こ

の関数πに陽表的に含まれている変数‘によって，可変的要素価格の変化の

影響が要約されるものと考える．

　また，前節までは，問題を現在価値最大化の問題として定式化してきたので

あるが，以下においては，負の現在価値の最小化の問題として定式化する．

　ここでは，expansion　costが資本財価格と粗投資水準の積として表わされ
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ることを仮定する．3）すなわち，第6資本財の価格を筋（のとし，それらから

成る物次の行ベクトルを”（ので表わすとき，expansion　eostがω（の1（t）

によって与えられるものと仮定する．かくして，企業にとっての問題は，目的

汎関数

　　　　」（1，1．）一∫。｛ω（の・（の・ゐ（・）一π［・・（の，・（の，・1｝・咄（・．24）

を制約

　　　　　　　　　　　　dlρゆ（ご）／d諺＝1（診）＿δ偲（ε）　　　　　　　　　　　　　　　（3．11）

　　　　　　　　　　　　dσ（の／｛泥＝1：σ（の一δσσ（亡）　　　　　　　　　　　　（3．5）

　　　　　　　　　　　　劣（0）＝影。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．12）

　　　　　　　　　　　　σ（0）＝σo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）

の下で最小にする1（のと1。（のを求めることである．

　ここでいくつかの仮定を追加する．

　（1）投資政策1（のは計画期間［0，TlにおいてLesbegue可測なベクトル

関数であり，かつその値は制約

　　　　　　　　　　　0≦1（の≦lmax　　（0≦ε≦T）　　　　　　　　　　　　（3．25）

を満さなければならないものとする．ここでベクトルIm。。の成分1伽。。（旗

1，2，……，％）は有限な正の実数である．

　（2）研究・開発政策1。（のは［0，T］においてLesbegue可測な関数であ

り，かつその値は制約

　　　　　　　　　　0≦∫σ（の≦1σmax　　　（0≦め≦71）　　　　　　　　　　（3．26）

を満さなければならないものとする．ここで1。m。xは有限な正の実数である．

　制約条件（3．25）と（3，26）を満す，（1，1。）空間丑η＋1のすべての点の集合を

9．によって表わす．9．はコンパクトな凸集合である．

　（3）operating　profit∬は，留とσに関して微分可能な凹関数であり，

それぞれの影＞0とσ＞0に対して，∬≧0，∂∬／伽＞0，∂π／∂”＞0である．

3）expansion　costが粗投資の厳密な凸関数として定義される場合については，後に
　項を更めて考察する．
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　第1章の1．3．において述べられている，標的集合その他の概念はここでも同

じように定義することができるが，それらについては必要な個所で順次明らか

にする．

3．3．1．標的集合が＠，σ）空間全体の場合

　はじめに，計画期間中の⑫（の，σ（の）の標的集合が＠，σ）空間Rη＋1全体

である場合について考える，4）

　したがって，問題は，資本ストッグと研究・開発基金の初期状態劣。oを，制

御プロセス（3．11），（3．5）にしたがって＠，σ）空間Rη＋1のある点に移し，

しかも目的汎関数（3．24）を最小にする（1（の，1。（の）⊂9．（0≦診≦T）を求める

ことである．ここで

一帯

一［1：］

である．

　ところで，制御プロセス（3．11），（3．5）と投資政策，研究・開発政策に関す

る制約（3．25），（3．26）とは，第1章における1．3．1のものと形式的には同じ

ものである．したがって，ここでのモデルに対しても，第1章の【主張1］から

庄張4】までと同じ彦の［主張1が成立する。それらの証明はトリビアルである

からすべて省略し，結果だけをかかげておく．

庄張1】初期状態ω。oから始まり，投資政策と研究・開発政策に関する制約

　　　　　　　　　　　0≦τ（の≦∫max　　（0≦ご≦T）　　　　　　　　　　　　　（3．25）

　　　　　　　　　　　0≦1『σ（の≦∫σmax　（0≦オ≦T）　　　　　　　　　　　（3．26）

　をもつ制御プロセス

　　　　　　　　　　　　‘‘灘（孟）／dオ＝1（オ）＿δ欝（孟）　　　　　　　　　　　　　　　（3．11）

　　　　　　　　　　　　‘9σ（の／（泥＝∫σ（の一δσσ（の　　　　　　　　　　　　　　（3．5）

4）　variation－of－parameter　formulaを用いると，（3．25）と（3．26）を満す1（の，

　1。（のに対しては，妖のとσ（のは負にならないことが確められるから，このような

　想定の下でも，ここでの問題は経済学的な意味を失わない，
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の到達可能点集合をA。（T）によって衷わすと，！1。（T）⊂左箆＋1はコンづク

　トな凸集合である，

［主張2］初期状態り5。oから始まり，制約（3．2与），（3．26）をもつ制御プロセス

（3．11），（3．5）を考える．対応するトラジェクトリ露。（のをもつ政策（1（の，

1。（の）⊂9、（0≦君≦T）は微分方程式体系、

　　　　　　　　　　　　（♂η（冶）／（泥＝η（診）δ

　　　　　　　　　　　　吻。（の／（泥＝η。（のδσ

を満し，計画期間［0，T】のほとんどすべてのとこちで最大値条件

　　　　　　　η（の1（の＋η。（の1。（の＝max［η（の1＋η。（の1。】

　　　　　　　　　　　　　　　　　（∬，∬・）∈99

　を満すゼβでない＠＋1）次σ行ベクトル［η（の　η。（の1が存在するとき，ま

　たそのときにかぎって極値政策である．ここで，極値政策とは初期状態5じ。o

　をA。（T）の境界点集合に移す投資政策と研究・開発政策の組であり，

　　　　　　　　　　　　　　効（の一じ：1：］

　である．

［主張31初期状態銑。から始まり，制約（3．25），（3．26）をもつ制御プロセ

　ス（3．11），（3．5）の到達可能点集合の境界点集合を∂≧4。（T）で表わす，集

合∂A。（T）に属する各市に初期状態劣。。を移す極値政策はそれぞれ唯一つで

ある。

【主張41初期状態． 焉Bから始ま．り，制約（3．25），（3．26）をもつ制御プロセ

　ス（3．11），（3．5）の到達可能点集合・4。（T）⊂Eπ＋1は厳密な凸集合である．

　さて，以上四つの［主張】には目的汎関数（3．24）は登場しない．以下におい

てはこれを議論の中に導入する，そのために状態変数劣。（のを次のように定義

する．

　　　　　・・（の一∫1伽（・）・（・）・ゐ（・）一π［・（・）・・（・），・】國・（・・27）

　　　　　劣。（0）＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．28）

とのとき，」（1，∫。）＝劣。（T）であって，」（∫，1。）の最小化は劣。（のの終期状
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迫りゆ。（T）を最小化することと同値である．そして

　　　　4劣。（の／（瀦＝｛ω（の1（の十1σ（の一1τ［αヲ（の，　σ（の，　司｝θ『π　　　（3．29）

である．また，（％＋2）次元の列べクトル鵡（のと∬。oを，それぞれ

　　　　　　　　　綱備｝一［1］

によって定義し，初期状態π。oから始まる制御プロセス（3．29），（3．11），（3．5）

の到達可能点集合を・4。（T）⊂Eη＋2によって表わす．

　（1（の，1。（の）の値は，計画期間期間【0，T］において・コンパクトな集合

9．⊂E細に属するから，到達可能点集合ん（T）は＠0，飢σ〉空間Eπ＋2にお

いて有界である．そして，．4。（T）の＠，σ）空間Bη÷1への射影は厳密に凸な

るコンパクト集合A。（T）である．いま，⑫Q，りゆ，σ）空間Bη＋2における集合

五。．を第1章におけるのと同じように定義すると，われわれは次のように主張

することができる．5）

［主張5】初期状態∬。。から始まり，制約

　　　　　　　　　0≦1（の≦∫m。、　　（0≦オ≦T）

　　　　　　　　　0≦1。（の≦1。＿（0≦亡≦T）

をもつ制御プロセス

　　　伽。（の／♂伝｛”（の1（の＋1。①一∬医の，σ㊨，ご】｝θ一γ彦

　　　癬（の／砒＝1（の一δ劣（の

　　　（君σ（オ）／（影孟＝＝∫σ（め）一δσσ（¢）

を考える，

（3。25）

（3．26）

（3．29）

（3．11）

（3，5）

　　　　　　このとき，集合・4。．は＠o，り。，σ）空間Rη＋2における閉凸集合

　であって，1缶．の下：方境界は到達可能点集合。4。（T）に属する．・4。。の下方

　境界は・4。（T）上で定義された凸超曲面を形成する．そして目的汎関数」（∫，

1。）コ鴬。（7■）を最小にする最適政策が存在する．

［証明】集合・4。．がRπ＋2における閉集合であること，ん。の下方境界がノ1。（T）

5）　すなわち，zo≦がなる点（κo，飴，σ）∈盆。（T）が存在するすべての点＠o，錫σ）

　∈R”＋2の集合として五。．を定義する．
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に属することは，第1章の［主張5】と同じようにして証明することができる

のでここでは省略する．

そこで，・4。（T）の下方境界（したがって・先．の下方境界）が凸なることを

証明する．

二組の政策（1三（の，1。1（の），（∫2（の，1。2（の）⊂：疏（0≦オ≦T）に対応する

．4。（T）の下：方境界の2点を，それぞれ，謬。1（T），謬。2（T）とする．いま，点

P．を

　　　年［1：｝厭燭・一一卸≦・）

によって定義すると，集合ん（T）の下方境界が凸であることを証明するた

めには，初期状態τ。oを終期状態P．に移す投資政策と研究・開発政策が構

成できて，P。∈ん（T）であることを示せばよい．

そこで，対応するトラジェクトリ必。μ（のをもつ政策（1μ（の，1。μ（の）を

　　　　　　　　　1μ（の＝μ11（の＋（1一μ）12（‘）

　　　　　　　　　1。μ（の＝μ1。1（の＋（1一μ）1。2（の

によρて定義する．ここで

　　　　　　　　　　　　一環1

である．

資本ストックのトラジェクトリ酬（¢）の終期状態劣μ（T）はvariation－of－

Pεしrameter　formulaにより

がの一・吻・＋・イ
轤P…1・（‘）砒

　　　　一・％・＋・遭∫1…［・∬1（の・（1一・）・・（の瞬

　　　　一・［θ　・・÷・謂∫1・…α）醐＋（1一・）【θ…・・＋θ…∫1♂…（の朔

　　　　一調1（T）＋（1一μ）劣2（T）、

　　　＝・P
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となり，研究6開発基金のトラジェクトリσμ（のの終期状態σμ（T）も同様

に

　　　　　　　　σ・（T）＝μσ1（T）＋（1門μ）δ2（T）＝P、

となる，

そこで問題は¢o・（T）である．

駅丁〉一∫；｛”（6）1・（の千〃（の一恥（の，ρ・（の・オ】｝・瑠

　　　　一∫1｛”（・）［・∫’（・）・（1一・）・2（・）］・［・ん1（・）・（1「・）L2（・）］

　　　　　一∬［μ1（の＋（1一μ）・2（の・μσ1（の＋（レμ）σ2（の・亡】｝θ一冗砒

であるが，関数∬が凹であることにより，

　　　　∬［μりθ玉（の＋（1一μ）蘇の，μσ1（の＋（1一μ）σ2（の，司

　　　　　≧μ1τ［り51（の，σ1（の，め1＋（1一．μ）1τ＠2（の，σ2（の，オ1

であるから，

．躍）≦・∫1｛？〃（のll（の＋1。1（の一1τ【”1（の，σ1（の，孟］｝・一脇

　　　　　・（1一・）∫1伽（の・2（楓2（の一凧の・σ2（の・・］｝・…砒

　　　　＝μ01（T）＋（1一μ）9ρ02（T）

　　　　．＝．Po

である．

ところで，二組の政策（11（の，∫。1（の），（12（の，1。2（の）は共に計画期間［0，

T］において制約集合9．に属するのであるから，それらに対応するトラジェ

クトリ露。1（の，κ。2（のの終期状態訓ヶ。1（7マ），露。2（T）は共に到達可能点集合

・4。（7）⊂酵＋1に属する．したがって，終期状態POがω01（T）と欝02（7）の

非負凸1次結合として表わされることを考えると，終期状態P．は到達可能

であることがわかる．すなわちP。∈・4。（T）である．

以上により，ん（T）の下方境界はA。（T）上の凸超曲面であり，」。．はEη＋2

における凸集合である，ん（7）の下方境界は凸超曲面であるから，そこに

は目的汎関数」（∬，∫。）二ωo（T）の値が最：小になる点があり，初期状態∬。。
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　をこの点に移す最適な投資政策と研究・開発政策が存在する6）．・（証明終り）

　初期状態躍。oを到達可能点集合・4。（T）の下方境界に属する終期状態に移す

投資政策と研究・開発政策の組を極値政策の組と呼ぶことにする．上の［主張

5】により，最適政策の組はτ。。をん（T）の下方境界の点に移すのであるか

ら，最適政策は極値政策でなければならない．そこで，次に，極値政策の性格

づけを行なうことにする．下の命題はある許容政策が極値政策であるた挙の必

要十分条件を与えるものである．

【主張6】　初期状態謬。oから始まり，制約

　　　　　　　　　　　0≦1て孟）≦1コ血ax　　　（0≦¢≦T）　　　　　　　　　　　　　（3．25）

　　　　　　　　　　　0≦1σ（の≦∬σm＆x　　（0≦診≦T）　　　　　　　　　　（3．26）

　をもつ制御プロセス

　　　　　d；諮。（亡）／d診＝｛勿り（オ）1’（孟）十1’σ（ホ）一1τ【劣（ε），　σ（亡），　オ】｝θ騨γ‘　　（3．29）

　　　　　dlαく亡）／d冠＝∫（め）一δ劣（診）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．11）

　　　　　認σ（の／（泥＝1σ（の一δσσ（の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．5）

　を考える．対応するトラジェクトリ亀（のをもつ，投資政策と研究・開発政

　策の組（1（の，1。（の）⊂・9、（0≦診≦のは，微分方程式体系

d；ηo（診）／d彫＝0，　ηo（捗）≦0

♂畿の一・・∂聯）施δ（の・診］・覗・・（の・

響）一・・∂∬［露（のき。δ（の，め1・一・＋筋鵬

を満し，最大値条件

　　　　　ηo［鋭ノ（ε）1（診）十1σ（診）工θ一7ε十η（≠）1（ε）十ησ（オ）1σ（ε）

　　　　　　＝max　［ηo（zO（の1÷1。）θ一γ‘十η（の1十η。（の11
　　　　　　　（1，1・）∈…52・

（3．30）

（3．31）

を計画期間［0，7▼】のほとんどすべてのところで満す，ゼロでない＠＋2）次

元の行ベクトルη躍。（の累［ηoη（の　η。¢）］が存在するとき，また，そのと

6）　〔主張5〕は，ωo（のが最：小になる点が唯一つであるとか，

　であるとかまでを主張するものではない．

最適政：策の組が唯一つ
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きにかぎって極値政策の組である．ここで

　　　　　　　　　　　　　卿）備］

である．

［証明】　まず，（1（の，1。（の）と対応するトラジェクトリ動（のおよび随伴ト

　ラジェクリη。。（のが微分方程式体系（3．29），（3．11），（3．5）および（3．30）

を満し，かつ最大値条件（3．31）を満すものと仮定して，このとき，動（T）

が到達可能点集合の下方境界の点であることを証明する．

そのためには任意の許容政策の組（1（の，1。（の）に対応するトラジェクトリ

を賜（のとするとき，不等式

　　　　　　　　ηo露。（T）＋η（T）匿（T）＋η。（T）δ（7）

　　　　　　　　　≧ηo即。（コF）十η（コ「）劣（T）十ησ（T）σ（71）　　　　　　　　（3．32）

　が成立することを証明すればよい．

　この不等式の成立が証明されると，（1）ηo＜0ならば終期状態亀（T）は到達

　可能点集合盆。（T）の下方境界に属することになり，（2）ηo＝0ならば♂。（T）

　は集合・4。。の“1就eral　boundary”セこ属することになる．しかしηo寵0な

　らば，制御プロセス（3．11），（3．5）のトラジェクトリ彫。（のはこの章の［主

　張2］の意味における極値トラジェクトリであって，露。（T）∈∂・4。（T）であ

　る．さらに，到達可能点集合・4。（T）の各境界点に初期状態劣。oを移す極値

　政策の組はそれぞれ唯一つである（この章の［主張3】）から，（1（の，1。（の）

　ぱ点廊。（T）∈∂・4。（T）に初期．態ω。oを移す唯一組の政策である．よって，

　点亀（T）は醜（T）の垂直方向にある・4。（7T）の唯一つの点である．

　以上により，終期状態♂。（T）ぱいずれの場合にも到達可能点集合ん（7マ）の

　下方境界の点であることになり，したがって，（1（の，1。（の）は極値政策の

　組である．

　そこで，証明すべきことは不等式（3．32）の成立することである．ηoωo（の＋

　η（の妖の＋η。（のσ（のを面こついて微分した結果と微分方程式体系（3．29），
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（3．11），（3．5）および（3．30）を用いると，

η0詔0（T）＋η（T）劣（T）＋η。（T）σ（THη0諺0（T）＋ηの湿（T）＋η。（T）δ（T）1

一∫1｛・・［∂∬（睾の＠（の一・（め）＋∂∬（響の（・（の一・（の）

　　　一∬⑫（の，σ（の，の＋1τ＠（捗）・・（の・の］θ　

　　　＋ηoゆ（彦）（1（の一1（の）＋（1。（の一1。（の）1θ一・‘

　　　＋η（の［1（の一1（の】＋写。（診）［1。（の一1。（6）】｝砒　　　　　　　（3．33）

が得られる．

（1（の，1。（の）は最大値条件（3．31）を［0，T］のほとんどすべてのところで

満すことが仮定されているから，

　　　　　　　η。【zo（の（1（の一1（の）＋1。（の一1。（の］θ一π

　　　　　　　＋η（の［1（の一1（の］＋η。（彦）［1。（の一1。（の1

　　　　　　　≦0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．34）

が［0，勾のほとんどすべてのところで成立する．

また関数∬は3θとσ層について凹であることが仮定さているから，

　　　　∂∬（￥，の〔・伽（の】＋∂π（箒。δ・の（・（の一・（の】

　　　　≧∬［劣（捗），　σ（6），　ε］一1τ［羅（ε），　（ヲ（オ），　診］　　　　　　　　　　　　　　（3．35）

である．

ηo≦0であることを考慮すると，（3．34）と（3．35）により，（3．33）の右辺の

被積分関数は，計画期間［0，T1のほとんどすべてのところで非正である．

したがって，不等式（3．32）が成立する．

以上に‡り，投資政策と研究・開発政策の組（1（の，1。（の）は極値政策の組

である．

逆の証明は，この章のモデルでは企業の政策が1（のと1。（のであり，状態変

数が妖のとσ（のであって，目的汎関数が（3．24）ように変っていることに

注意すれば，第1章の住張6】におけるのと同様に行なうことができるの

で，ここでは省略する．　r　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）
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　先に述尺たように，最適政策の組は極値政策の組でなければならないから，

それは上の庄張6］に述べられている諸条件を満していなければならない．し

たがって，それらの諸条件は，：ある投資政策と研究・開発政策の組が最適であ

るたあの必要条件となっている．そこで，次に，ある政策の組が最適であるた

めの一つの十分条件を明らかにしよう．

［主張7】　初期抹態∬。oから始まり，制約

　　　　　　　　　0≦∫（の≦lmax　　（0≦ご≦T）

　　　　　　　　　0≦1。（の≦1。斑。x（0≦孟≦71）

をもつ制御プロセス

　　　伽。（の／（瀦＝｛”（の1（の＋∫。（の一∬肋（の，σ（の，孟］｝θ一γ‘

　　　d劣（の／砒＝1（の一δω（の

　　　dσ（の／（泥＝1．（の一δσσ（の

を考える．対応するトラジェクトリ端＊（のをもつ，

（3．25）

（3．26）

（3．29）

（3．11）

（3，5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　投資政策と研究・開発

政策の組（1＊（の，1。＊（の）⊂9、（0≦オ≦T）は，端＊（の，、1＊（の，1。＊および

トリビアルでない随伴トラジェクトリη。。（の＝［一1η（の　η。（ε）］が微分方

程式体系

　　　　　螺∴錨∵∴｝

を終期条件η（T）＝0，η。（T）＝0の下で満し，かつ最大値条件

　　　　　一［”（の1＊（の＋1。＊①］ピ「‘＋η（の1＊（の＋η。（の∫。＊（の

　　　　　＝max［一＠（の1＋1。）ε　ア孟＋η¢）1＋η。（の1。1

　　　　　σノσ）こ．島

（3．36）

（3．37）

を計画期間［0，鯛のほとんどすべてのところで満すならば最適である．こ

こで

である．

渕鷺1
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【証劉　1＊（の，1。＊（の，．厩率（のおよびη。。（6）は，（3．36），．（3．37）を満足する

．ものと仮定する．このとき，上の［主張61の証明に用ヤ・たのと同じ計算を，

．ηo＝一1，η（T）鷲0，η。（T）＝0の下で行なえば，任意の許容政策の組（1（の，

∫。（の）とそれに対応するトラジェクトリ謬。（のに対して

　　一劣。（T）十〇ゆ。＊（T）

一∫1｛一［∂π⑫＊み。σ＊・の＠（の一・・（の）＋∂π⑫＊右。σ＊・ε）（・（の一・・（の1

　　　－1τ＠（の，σ（の，の＋π＠＊（の，σ＊（の，の］・覗

　　　一［”（の（∫（の一1＊（の）十1。（の一1。＊（の］θ一γ‘

　　　・・（の【・（・）一・＊（の］・恥（・）IL（の一L・（の】｝砒　　（・．38）

が得られる．

（1＊（の，1。＊（の）はη。。（のと共に最大値条件（3．37）を［0，T】のほとんど

べてのところで満すのであるから，

　　　　　　　吻（の（1（の一1＊（の）十1。（の一1。＊（の1θ一γ‘

　　　　　　　≧η（古）［1（ε）一1＊（ε）】十ησ（己）［∬σ（ε）一∬σ＊（診）】　　　　　　　（3．39）

が［0，刀のほとんどすべてのところで成立する．

また，operating　Profitπは，卯，σについて凹であることが仮定されて

いるから

　　∂π⑫＊施σ＊・の［・（の一・・（の】＋∂π＠＊6σσ＊・6）［・（・）一・・（の］

　　≧エτ［劣（君），　σ（の，　オ］一∬［ω＊（の，　σ＊（の，　孟】　　　　　　　　　　　　　（3．40）

が成立する．

したがって，（3．39）と（3．40）により，（3．38）の右辺の被積分関数は，計画

期間［0，劉のほとんどすべてのところで非正である．

よって，一劣。（T）÷劣。＊（7）≦0，すなはち

　　　　　　　　　　　　　劣。＊（7）≦劣。（7）

である．以上により，投資政策と研究・開発政策の組（1＊（の，1。＊（の）は最

適であることが証明された．　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）
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　今度は，最適な投資政策と研究・開発政策の組が決定されると，それに応じ

て，最適トラジェクトリと随伴トラジェクトリが決定されることを明らかにし

ておく．

［主張8］　初期状態劣。oから始まり，制約

　　　　　　　　　　　0≦1（ご）≦1：max　　　　（0≦オ≦7）　　　　　　　　　　　　　（3．25）

　　　　　　　　　　　0≦∫σ（む）≦1’σmax　　（0≦診≦コrつ　　　　　　　　　　　　　（3．26）

．をもつ制御プロセス

　　　　　　4”o（の／d診＝｛”（の1（の十1σ（の一∬［”（の，σ（の，オ】｝θ一プε（3．29）

　　　　　伽（の／（泥＝1（の一δ劣（の

　　　　　4σ（の擁＝1。（の一δ。σ（ε）

を考える．こ．のζき，微分方程式体系

　　　　　　　　d；劣（ε）／（1ε＝1＊（む，　η）一δαヌ（む）

　　　　　　　　d：σ（亡）／（1診＝1σ＊（6，　ησ）一δσσ（ε）

　　　　　　　　d霧）一一∂∬（観σ，のθ…・・（の・

　　　　　　　　％妄の一一∂11（篭σσ・垂）θ…＋醐

’は境界条件ω（0）＝謬olσ（0）コσo，η（7）＝0，

（3．11）

（3．5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ。（7マ）＝0の下で解が（の，

σ＊（の，η＊（の，η。＊（のをもつ．ここで，∫＊（診，η），1。＊¢，η。）は最大値条件

　　　　　　一［zo（ご）1“＊（ご）十1σ＊（～5）1θ一π十η（ご）∫＊（診）十ησ（オ）∬σ＊（ご）

　　　　　　鵡畿卜＠（の1＋1．）θ　＋・（の1＋・・（のん］　　（3・37）

によって決定される．最適政策は，1＊（の＝1＊α，η＊（の），1。＊（の＝1。＊（ご，

η。＊（の）であり，それらに対応する最適トラジェクトリはが（の，σ＊（りで

　ある．

［証明1投資政策と研究・開発政策の組（1＊（の，1。＊（の）が，対応するトラジ

　ェクトリ鵡＊（のによって，初期状態∬。。を終期状態π’＊（7りに移す最適政策

の組であるとすると，鵡＊（7T）は到達可能点集合・4。（7T）の下弓境界の点で

あり，しかも，任意の終期状態端（7T）∈・4。（T）に対して諺。＊（7り≦置。（T）
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　が成立し，下方境界点鵡＊（T）において劣。二〇に平行な」4。（T）の支持超平

　面が存在する．したがって，ベクトル

　　　　　　η加＊（コP）編［ηo＊（T）　　η＊（コr）　　ησ＊（T）】ニ［一1　　0　　0】

　はこの点劣。＊（T）における．4。（T）の外向き法線ベクトルとして定めること

　ができる．

　いま，η＊（の，η。＊（のを，η＊（T）＝0，η。＊（T）＝0の下での微分方程式体系

　　　　　　　‘釜）一一∂恥＊（古諺σ＊（の・め］凶・（の・

　　　　　　　努n一一塑＊（めもσσ＊（の，診］θ…＋窮（の乱

　の解であるとすれば，（1＊（の，∫。＊（の）は，先の［主張6】により，随伴トラ

　ジェクトリησ。＊（のの下で最大値条件（3．37）を満足する．すなわち

　　　　　　　　1＊（亡）＝＝：1＊（オ，　η＊），　∫σ（ε）＝1σ＊（オ，　ησ＊）

　である．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

　さて，今まで展開してきた議論により，最適な投資政策と研究・開発政策

（1＊（の，1。＊（の）⊂9．（≦ホ≦T），それらに対応する資本ストックと研究・開発

基金の最適トラジェクトリが（の，σ＊（の，および随伴トラジェクトリη（の，

η。（のは，境界条件妖0）＝鞠，σ（0）凝σ。，η（T）謹0，’η。（T）＝0をもつ微分方

程式体系

　　　　　　　　⑳（の／♂6≒1（の一δω（の

　　　　　　　　dσ（の／臨＝∫。（の一δ。σ（孟）

　　　　　　　　響一一∂π［05＊（ε榛σ＊伽】・…＋・（の・

　　　　　　　　鞠磐一』蝋’もσσ＊（の，孟】・…＋恥（の傷

を満し，しかも最大値条件

　　　　　　一［伽レ（診）1＊（ε）十∫σ＊）］θ一「‘十η（め）1＊（オ）十ησ（オ）1σ＊（ホ）

　　　　　　二max［一（ω（の1＋1。）ε一γ‘＋η（の1＋η。（の1。］

　　　　　　α，1・）∈9。

（3．11）

（3．5）

（3．41）

（3．42）

（3．37）

を計画期間｛0，T1のほとんどすべてのところで満す1＊（の，1。＊（の，が（の，
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σ＊（の，η（の，η。（のとして定められる．

　いま，

　　　　　　　　　　9）（ε）＝η（ε）θγε，　　　9）σ（t）＝＝ησ（め）θγ6

によって定義される粗投資と研究・開発投資の帰属価格g（の，ψ。（のを導入す

ると，微分方程式体系（3．41）と（3，42）はそれぞれ下のように変形され，

ψ（の，ψ。（のの’＝Tにおける境界条件はそれぞれψ（T）罵0，ψ。（T）＝0で

・ある．

　　　　　　響一遡りゆ＊（の施σ＊伽］・・（の（・E・・）

　　　　　　禦L∂瑠めもσσ＊（の，孟｝　　　　　　＋ψ。（の（四δ、）

こごで，Eはπ次の単位行列である．

　また，最大値条件（3．37）は関数H4を

　　　　　　Hゴ冨一［zo（の∬（の＋1。（の］＋ψ（の1（の＋ψ。（の∫。（の

によって定義するとき，H4を（∫，1。）∈9．（0≦ε≦T）について最大にするこ

とと同値である．

　かくして，われわれは次のように主張することができる．

［主張9】関数H4を最：大にする（最：大値条件（3．37）を満す）投資政策と研

　究・開発政策は次の通りである．すなわち，計画期間［0，T】に属するそれ

　ぞれのεにおいて

　（1）その市場価格が帰属価格より低い（晦（のく卿（の）資本財については，

　　可能な最大限の粗投資（1ゴ＊（の＝るmax）を行なう．

　（2）その市場価格が帰属価格に等しい（軌（の＝殊（の）資本財については，

　　制約（3．25）を満す任意の大きさの粗投資（0≦∫陀＊（の≦1々皿。x）を行う．

　（3）その市場価格が帰属価格より高い（筋（り〉勉（り）資本財については，

　　粗投資の水準はゼロ（∫‘＊（の＝0）とする．

　（4）研究・開発投資の帰属価格が1よりも高い＠。（の＞1）ならば，可能な

　　最大の研究・開発投資（∫。＊（の＝1。m。。）を行ない．帰属価格が1に等しい

　　（ψ。（の＝1）ならば，制約（3．26）を満す任意の大きさの研究・開発投資
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　（0≦1。＊（の≦1咽。x）を行ない，層また，帰属点画が1よりも低い（ψ。（のく

　1）ならば，研究・開発投資はゼロ（1。＊（の＝0）とする．

3．3．2　標的集合がコンパクトな凸集合の場合

　前項では，資本ストックと研究・開発基金の計画期問中における標的集合が

＠1σ）空間況η＋1全体であることを仮定したが，ここでは渉＝Tにおける標

的集合があらかじめコンパクトな凸集合として与えられている場合について考

える．資本ストックの終期状態3窪（T）と研究・開発基金の終期状態σ（T）は，

それぞれ，制約

　　　　　　　　　　　　Xm」n≦α3（T）≦Xm＆x　　　　　　　　　　　　　　　（3．43）

　　　　　　　　　　　　σm正n≦σ（T）≦σ幽max　　　　　　　　　　　　　　（3．44）

を満さなければならないものと仮定する．　ここで，％次元ベクトルXmi。，

Xm。、の成分瓦mi。，　X‘鵬。、とσmi。，σ，、。。はすべて有限な正の実数である。

　そこで，制約（3，43）を満す劣空間Rηの集合をX，（3．44）を満すσ空間

躍の集合をΣによって表わし，直積空間E”＋1の集合X。を

　　　　　　　　　　　　　　　x．＝x×Σ

によって定義する．集合X。⊂況η＋1は古＝7における資本ストックと研究・

開発基金の標的集合である．

　ここでは，計画期間の終りにおける標的集合に関する上の仮定を除けば，モ

デルを構成する他の諸要因は前項におけるものと同一であると考える．そうす

ると問題は，資本ストックと研究・開発基金の初期状態劣。oを制御プロセス

　　　　　　　　　　　　4αく診）／（16＝1’（古）一δαコ（ε）　　　　　　　　　　　　　　　（3．11）

　　　　　　　　　　　　♂σ（の／（髄脳＝1σ（の一δσσ（君）　　　　　　　　　　　　（3，5）

にしたがって，計画期間の終りに標的集合X’、に属する終期状態に移し，しか

も汎関数

　　　　」（f，1，）一∫1伽（の・（の・ん（・）一π［・（の，伽1國・（・・24）

を最小にする投資政策と研究・開発政策の組（1（の，1．（の）⊂9．（0≦診≦T）

を求めることである．
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　ところで，劣。。から始まり，（∫（の，1。（の）⊂9，に対応するトラジェクトリ

99。（のの到達可能点集合を・4。（T）⊂E％＋1で表わせば，7）集合・4。（T）∩X．が空

集合ならば，上の問題に許容政策の組は存存しないことになってしまうから，

　　　　　　　　　　　　　　／1σ（T）∩Xσ≒Fφ　　　　　　　　　　　　　・　　　　　（3．45）

であること，すなはち，プロセス（3．11），（3．5）は制御可能であることを仮定

する．

　したがって，上に定式化された問題は，編を集合・4。（T）∩X．に属する点

に移す問題である．

　さて，前項における［主張11から［主張4］までのものが，ここでも同様に

成立することは明らかである．それらについては再説しない．

　初期状態ゼロから始まる状態変数ωo（のを，前項の場合と同様に定義する

と，

　　　　　　d；劣。（め）／（沼君＝｛乞。（6）∫（め）十1σ（孟）一1τ［αシ（孟），　σ（孟），　孟］θ一π　　（3．29）

である．

　そこで，初期状態謬。。から始まり，（1（の，∬。（の）⊂9、（0≦む≦T）に対応す

るトラジェクトリ鵡（のの到達可能点集合を孟。（T）⊂Eη÷2によって表わす

と，8㌧4。（T）の下方境界は，前項の【主張5】によって，・4。（T）⊂Rη＋！の上で

定義された凸超曲面となる．いま，⑫o，劣，σ）空間Eη＋2における集合X．を

　　　　　　　　　　　　　　一、等B1×X、

によって定義する，仮定（3．45）によって

　　　　　　　　　　　　　　　　x。∩・4。（71）≒φ

7）　ここで

　　　飾（の一［翻］

　　である．

8）　ここで

　　である．
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であり，しかも・4。（T）の下方境雰とX、の共通部分は況η＋2における凸超曲面

である．

　企業にとっての聞題は，」（1，1。）＝が（T）を最小にすることであるから，わ

れわれは，ん（T）の下方境界とX、との共通部分にだけ注目すればよい．そし

て，その共通部分が凸超曲面であることにより，その部分に劣。（T）が最小に

なる点の存在することは容易に判明する．また，その点は五。（T）に属する点

であるから，謬。oをその点に移す許容政策の組が存在する．

　ところで，」’（1，1’σ）編αρ（コF）は集合X．の内側において最：小になるか，ある

いはその境界上で最小になるか，いずれかであるが，・このうち前者の場合には

ここでの問題は，結果的には，前項における問題と同じになってしまうので，

以下においては後者の場合について考える，

　劣。（T）は・4。（T）の下方境界とX．との共通部分において最小になるのであ

るから，劣。（T）最小の最適点が一．の境界点であるときには，その最適点は

五。（T）の下方境界点であると共にX．の境界点となっている．

　このとき，ある許容政策の組が最適であるための一つの充分条件を次のよう

に主張することができる．

1主張91　初期状態躍。。から始まり，制約

　　　　　　　　　　　0≦1（オ）≦lmax　　（0≦亡≦7▼）　　　　　　　　　　　　　　（3．25）

　　　　　　　　　　　0≦1σ（の≦1σmax　（0≦孟≦T）　　　　　　　　　　　（3．26）

　　　　　　　　　　　　Xm茎n≦り5（T）≦Xmax　　　　　　　　●（3．43）

　　　　　　　　　　　　　σmln≦σ（T）≦σmax　　　　　　　　　　　　　　（3．44）

　をもつ制御プロセス

　　　　　ぜαツ。（の／♂オ＝｛側（の1（め）十1σ（の一1τ［⑳（の，　σ（の，　オ［｝θ一τ‘　　（3．29）

　　　　　dκ（孟）／（君ε＝1（ε）＿δo農（ε）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．11）

　　　　　dσ（の／（泥需1σ（の一δσσ（ε）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．5）

　を考える，このとき，投資政策と研究・開発政策の組（1＊（の，1＊。（の）⊂、9、

　（0≦め≦T）とそれに対応する資本ストックと研究・開発基金のトラジェクト

　リ劣。＊（のは，1＊（の，1。＊（の，踏（の，σ＊（のおよびトリビアルでない随伴ト
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ラジ災クトリ．［η（の　η。（の】が微分方程式体系．

　　　　　雛二瀬鎧欺謝

を満し，．最大値条件

　　　　　一〔”（の∫＊（の＋4・（の】・÷・・＋η（の1・（の＋η。（の1。＊（の

　　　　　三二｝＠（の1＋1・）6『γ‘＋η（の1＋η。（の1。エ

（3．36）

（3．37）

　　を計画期剛。，町のほとんどすべてのと・ろで満すと共に，癬ト捗エ

　　クトリの終期状態［η（7）　η“（T）］が境界点”。＊（7）における標的集合X、

　　の内向き法線ベクトルとなっているならば，最：適である，尚，ここで

　　　　　　　　　　　　　　　が（の一［灘：1

　である。

［証明］　∫＊（の，1。＊（の，σ＊（孟）およびη（の，η。（のは最：大値条件（3．37）とオ譜丁

　における上の横断条件を満すものとし，η（の，η。（のは微分方程式体系（3．

　36）の解であるとする。

　さて，（1（の，1。（の）を任意の許容政策の組であるとし，それに対応するト

　ラジェクトリをω。（のとすれば，不等式

　　　　　　　　　一劣。＊の＋η（T）劣＊（T）＋η。（T）σ・（T）

　　　　　　　　　≧一峡丁）＋η（7）”（T）＋η。（7）σ（7）

　が成立することは，先の［主張6］の証明に用いた計算から明らかである．9）

標的集合X・は凸集合であるから境界飢＊の∈∂X。において支持超平面

8諭もち・この点におけるX・の内向き法線ベクト・レが厩7）η。の］垂。

　よって定まる．したがって

　　　”o（7）一・o＊（7）≧ηの甑7）一・・（η］＋，。の［・の一。・の」

　　　　　　　　　　　贈［η（T）η・（T）」［・（7）イ（T）・（T）一・・（7・）」

9）　ただし，ここではηo＝一1である．
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ρ5。（T）はX國．に属する点であるから，その点は1支持超平面sみの外側にはな

い．したがって上の不等式の右辺は非負である．よって，到達可能な任意の

劣。（T）に対して

　　　　　　　　　　　　　ago＊（T）≦ρ50（T）

　が成立する．　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

　ここでわれわれが定式化した問題に最適政策の組が存往することは先に述べ

たので，われわれは，この［主張9］に述べられた諸条件を満す投資政策と研

究・開発政策の組を最適政策の組として，前項の場合と同様に，求めることが

できる．ただし，オ＝7における横断条件が異なっていることに注意すべきで

ある．

3．4　非線型拡張費用関数：

　ここでは，expansion　costが粗投資の厳密な凸関数として表わされる場合

について考察する．そして，さしあたり，モデルを構成する他の諸要因は

S．3．1におけるものと同一であると想定する．

　このとき，問題は，資本ストックと研究・開発基金の初期状態劣。。を制御プ

ロセス

　　　　　　　　　　　伽（の／（泥騙1（の一δ劣（の

　　　　　　　　　　　dσ（の／砒＝1。（の一δ。σ（オ）

にしたがって，⑫，σ）空間Rη＋1のある点に移し，汎関数

　　　」（1，1．）一∫1｛s【1（の，ε】＋L（の一π［・（の・・（の・孟】｝・一鰯

（3．11）

（3．5）

（3．46）

を最小にする投資政策と研究・開発政策の組（1（の，1。（の）⊂9。（0≦ε≦T）を

求めることである．ここで，関数Sは∫について微分可能かつ厳密に凸なる

関数であり，それぞれの1≧0に対してS≧0，∂S／∂1＞0であることを仮定す

る．

　先の3．3．1の項の述べられている【主張1］から［主張41までがここでも同様

に成立することは明らかである．以下においては，最適な投資政策と研究・開
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発政策の存在と，ある許容政策が最適であるための充分条件だけを明らかにし

ておく．

　さて，初期状態ゼロから始まる状態変数』ヶ。（のを前と前様に定義すると，

　　　　4”o（の／（泥＝｛S［1（の，ε1十1σ（の＿∬［併（の，σ（の，ε】｝θ『π　　（3．47）

であらて，」（1，1。）簾ガ（T）である．

　初期状態りじ。oから始まり，（1（の，1。（の⊂9。（0≦ε≦T）に対応するプロセ

ス（3．11），（3．5）の到達可能点集合を・4。（T）⊂E湘によって表わし，、拡大

されたプロセス（3。47），（3．11），（3．5）の到達可能点集合を・4。（T）cRη＋2に

よって表わす．また，集合ノ1。。を，ZO≦げなる点（κ0，砺σ）∈・4。（T）が存在

するすべての点⑫o，¢，σ）∈Rη＋2の集合として定義する．

　初期状態謬。。から始まり，投資政策と研究・開発政策に関する制約

　　　　　　　　　　　0≦1’（の≦lmax　　　（0≦ε≦T）　　　　　　　　　　（3．25）

　　　　　　　　　　　0≦1σ（の≦∫σmax　（0≦ε≦T）　　　　　　　　　　　（3．26）

　をもつ制御プロセス（3，47），（3．11），（3．5）について考える．このとき

［主張10］　集合・4。。⊂Rπ＋2は閉凸集合であり，・4。。の下方境界は到達可能点

　集合五。（T）に属し，それは・4。（T）上で定義された厳密に凸なる超曲面を

　形成する．　目的汎関数」’（∫，1。）＝が（T）はノ4。（T）の下方境界の唯一点で

　最小になる．

［証明】ん．が閉集合であること，ん・の下方境界が・4・（T）に属することは，

　第1章の［主張5】におけるのと同様に証明できるので，その証明は省略す

　る．

　そこで，ん（T）の下方境界（したがってノ4。”の下方境界）が厳密に凸なる

　超曲面であることを証明する．

　初期状態∬。oを・4。（T）の下方境界の2点エ。1（7マ），τ・2（T）に移す二組の政策

　を（11（の，∫。1（の），（Z2（の，1。2（の）⊂ρ。（0≦ε≦T）とし，終期状態P。を

　　　　　　　P。瓢μ灘。1（T）＋（1一μ）‘r。2（71），　（0〈μ＜1）

　によって定義する．ここで



玉26

　　　　　覗幾醐一瓢
である．

ん（T）の下方境界が厳密に凸であることを証明するためには，初期状態躍。。

を終期状態P・に移す許容政策の組が構成できて，しかも点瓦が・4・（T＞の

内点であ．ることを証明すればよい．そこで，投資政策1μ（のと研究・開発政

策1∫。μ（のを，、それぞれ

　　　　　　　　　　∫・（の＝μ藍（の＋（1一μ）12（の

　　　　　　　　　　1！（の＝μ1。1（の＋（1一μ）1。黛（の

によって定義し，1 ｻれに対応するトラジェクトリを謬。μ（のによって表わす

ここで

　　　　　　　　　　　　一欄

である．

v｛頑織ion－Qf－par秘neter歪omlulaを用いると，資本ストックの終期状態

酬（T）と研究・關発基金の終期状態・σμ（T）はそれぞれ次のように求められ

る．

　　　　　　　　　劣μ（Zマ）喬μの1（T）＋（1一μ）忽2（T）

　　　　　　　　　　　　罵P

　　　　　　　　　σμ（T）騙μσ1（T）＋（1一μ）σ2（T）

　　　　　　　　・．　　　罵Pσ

他方，諮。艇丁）は

鮒の誠∫1｛S齢），¢1＋ん・ω一恥（δ）多σ召（6），オ璽｝θ一三

　　　　一ll｛S1μ1（の・（1一・）・・（の・・］・［・ゐ1（の・（1一・）ろ・（の］

　　　　　　rπ伽1（の＋（1一μ）劣2（ε），μσ1（の＋（1一μ）σ寧②，古］｝θ一γ‘協

によって与えられるが，関数Sは1について厳密に凸であることが仮定され



1琴7

　ているから，

　　　5［μ11（の＋（1一μ）12（の，オ］＜μS【政の，め1＋（1一μ）＆μ2（の，め］

であり，関数耳ぽ（イ，イ。）に対して陽である二とが躯定されているから・

　　　　　　一πゆ玉（の＋（1一μ）ρσ2（の，μσ1（の＋（1一μ）可2（の，司

　　　　　　≧μ∬囮（ψ），　（夏1（ウ），　ε1十（1・一一μ．）撫2（ψ）・σ2＠・ψ］

である．

　よって，，

　　駅丁）く誕∫1｛εμ1（の・ε】・＋∫～（の一跨1（の，・’（ε）・61｝β噸

　　　　　・（1一μ）ll｛研12（の，診】・ゐ2（の一点（の，・（の調ビ鰯

　　　　　＝μりりof（2）＋（1一μ）りσ。2（T）

　　　　　瓢po

が成立する．ところで，二組の政策（11（の，1。1（の），（12（の，∫。2（の）め値

は共に計画期間［0，T］においてコンパクトな凸集合9。に属するのであ．る

から，それらに対応する資本ストックと砥究・開発基金のトラジェクトリ

ω，1 iの，賜2（のの終期状態劣．1（勿），¢．2（T）は共に到達可能点集合・4。（T）

⊂R耐に属する．したがって，終期状態poがげ（望）と姥（T）の正の凸

　1次結合として表わされることを考えるζ・終期状熊A曝4・（T）の内点で

　あることが；わかる．

以上により，ん（T）の下方境界（したがって五。。の下方境界）はん（T）上

の厳密な凸超曲面である．そして，このことから，劣。（勿）が最小になる点は

・4。（7▼）の下方境界に唯一つあり，しかもこの点は到達可能であるから，最

適政策の組が存在する．　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）

次に，最適であるための一の充分条件を明らかにする．

［主張111対応する資本ストックと研究・開発基金のトラジェクトリ鍔。＊（の

をもつ，投資政策と研究・開発政策の組（τ＊（の，1。＊（の）⊂9、（0≦己≦77）は，

Z＊（の，∫。＊（の，欝＊（の，σ＊（の，およびトリビアルでない随伴トラジェクトリ

　［η（の　η。（の］が，終期条件η（T）＝0，η。（T）＝0の下で，微分方程式体系
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　　　　　拳ゴ：：1；1；1：1：：批判｝

を満し，最大値条件

　　　　一｛s［1・（の，オ】＋1。＊¢）｝θ一「‘＋η（の1＊（の＋η・（の1・＊（の

　　　　＝max｛一［s（1，の＋1。1θ“『‘＋η（の1＋η。（の1・｝

　　　　（1，fσ）eρσ

（3．48）

（3．49）

．を計画期間［0，T】のほとんどすべてのところで満すならば，最適である・

【証明】1＊（の，1。＊（の，り6＊（の，σ＊（の，およびη（の，η。（のは最大値条件（3．49）

　と胎丁における横断条件η（T）＝0，η。（T）＝0を満す（3．48）の解であると

する．政策の組（1（の，1。（の）を任意の許容政策の組とし，それらに対応す

る資本ストックど研究・開発基金のトラジェクトリをω・（のとする・　この

　とぎ，（∬＊（の，』．∫。＊（の）に対応する田。＊（T）と，（1（の，1・（の）セご対応する

。δo（T）との間に次の関係式が得られる．

　　一げ＊（T）十〇ρo（T）

　　＝∫1｛一［s（1＊（の・の＋L＊（亡）1・’”＋η（の1＊（の＋筋（のん＊（の

　　　　十［s（1（の，の十1。（の1θ一π一η（の1（め）一η。（の1。（の

　　　一［∂π＠＊6。σ＊・の＠・（の一・（の）＋∂π⑫＊おσσ＊，の（・・（の一・（の）

　　　　　一π（…（の，・・（の，の・∬（・（の・・（の・の］・…｝・・（・。5・）

ところで，（1＊（の，1。＊（の）は計画期間［0，T］のほとんどすべてのところ．

で最大値条件（3．49）を満すのであるから

　　　　一［s（1＊（古），　孟）十1σ＊（ε）］θ一π十η（ε）1＊（古）十ησ（亡）∫σ＊（ε）

　　　　　≧一Is（1（め），　オ）十1σ（め）］θ一π十η（ε）1（診）十ησ（孟）1σ（診）

が［0，刀のほとんどすべてのところで成立する．

また，関数πはω，σについて凹であるから

∂恥＊（の6。，σ＊（の・め］ゆ（の一…（の1＋∂∬圓噛。‘1（の・オ］【・（の一・・（の】

　≧∬［り。（の，σ（の洋］一1τ［り¢＊（の，σ＊（の洋1
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　である．

　以上二つの不等式により，（3．50）の右辺の被積分関数は10，Tlのほとんど

　すべてのところで非負である．よって一りσo＊（T）＋¢o（T）≧0すなわち

　　　　　　　　　　　　　劣。＊（T）≦げ（T）　　　　　　　　（証明終り）

　以上は，計画期間’［0，Tlにおける，資本ストックと研究・開発基金の標的

集合が＠，σ）空間丑湘全体である場合についての議論である．

　ここで，最後に，計画期間の終りε＝Tにおける資本ストックと研究・開発

基金の標的集合が＠，σ）空間況π＋1のコンパクトな凸集合X．として与えら

れている場合について簡単にふれておきたい．

　このとき，問題は，資本ストッ「クと研究・開発基金の初期状態ω。。を制御プ

ロセス

　　　　　　　　　　　　4劣（診）／（オε＝1て古）＿δ劣（≠）　　　　　　　　　　　　　　　（3．11）

　　　　　　　　　　　　♂σ（の／（沈＝＝∫σ（の一δσσ（の　　　　　　　　　　　　　（3．5）

にしたがって，計画期間の終りに，集合X。⊂E掛1に属する終期状態に移し，

しかも目的汎関数

　　　」（f，1．）一∫1鋤，戚（の一聯），・（の・・］圃（・・46）

を最小にする投資政策と研究・開発政策の組（1（の，∫。（の）⊂9。（0≦ε≦T）を

求めることである。10）

　ここで，プロセス（3．11），（3．5）が制御可能であることを仮定すると，この

問題に最適な投資政策と研究・開発政策の組が存在することは・3・3・2の項に

おける議論と同様にして示すことができ，最：適であるための一つの充分条件は

次の命題によって示される．

［主張12］　初期状態輸から始まり，投資政策と研究・開発政策に関する制約

　集合9、および資本ストックと研究・開発基金に関する古＝Tにおける標的

10）ε＝Tにおける標的集合に関する仮定を除けば，問題を構成する他の諸要因はこの
　節の前半におけるものと同一であることを想定する．また凡は3．3．2に定義されて

　いる．
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集合X。をもつ，制御プロセス（3．47），（3．11），（3．5）を考える．11）

このとき，投資政策と研究・開発政策の組（1＊（の，1。＊（の）⊂・9、（0≦診≦T）

と，それに対応する資本ストックと研究・開発基金のトラジェクトリ劣。＊（の

は，∫＊（の，1。＊（の，0窪＊（の，σ＊（のおよびトリビアルでない随伴トラジェク

トリ［η（の．η。（の1が微分方程式体系

　　　　　　　讐）一一∂∬｛劣＊（亡差…劣σ＊（の・　亡」8…悌＋η（のδ

　　　　　　　認篭妄の一一∂廊＊（の，σ＊（¢　∂σ），ε】面恥鵬

　を満し，最大値条件

　　　　　一［s（1＊（毒），　孟）十1σ＊（ε）］θ膳7‘十η（め）1’＊（オ）十ησ（疹）1σ＊（め）

　　　　　＝max卜（S（1，の＋1。）θ一7ε＋η（の1＋η。（の勾
　　　　　　（∫．∫σ）色ρσ

　を計画期間【0，T】のほとんどすべてのところで満すと共に，随伴トラジェ

　クトリの終期状態［η（T）　η。（T）】が境界点0ケ。＊（T）における標的集合X．の

　内向き法線ベクトルとなっているならば，最適である．三2）

　証明は，今まで用いてきた方法を適当に組み合わせることによって行うこと

ができるので省略する．

　尚，この【主張12］は，＠o，劣，σ）空間Eη＋2における集合X．を

　　　　　　　　　　　　　　X。＝B1×X．

によって定義するとき，」（1，1。）＝劣。（T）が最小となる最適点がX．の境界点

である場合に関するものである．最適点が瓦の内側にある場合には，問題は

11）制御プロセス（3．47）は
　　　鋤。ω／砒＝｛s［1（の，め肇＋1。（の一π［劣ω，σ（の，ε｝θ一・・

　　であり，」（1，1。）＝ωo（のであって，銑。は次のように定義される，

唖］

12）劣。＊（のは次のように定義される．

　　が（の一［劉
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この節の前半における問題に帰着される．

3．5　最適な宣伝r広告政策，研究・開発

　　政策および資本財投資政策の決定

　最後に，資本財投資，生産技術の研究・開発と共に，宣伝・広告政策を含む

モデルについて考察する．宣伝・広告費は，よく言われるように，資本財への

投資支出に似た面を多くもっている．それは，企業の製品に新しい顧客をひき

つけたり，消費者の嗜好とか選好順位を変化せしめることによって，企業の生

産物に対する需要関数をシフトさせたり，あるいはその形を変化せしめるもの

之考えることができる．

　過去および現在の宣伝・広告費が生産物に対する需要関数に与える影響を表

わすために，われわれは，ある一つの「ストック」を貨幣価値表示で定表する

ことができる．Nerlove　and　Arrow［20費こしたがって，このストックを「好

意」（goodwill）と呼ぶことにしよう．時点aこおける好意をζ（のによって

表わす．

　このとき，時点εにおける，生産物に対する需要関数は

　　　　　　　　　　　　α（孟）＝1＝）［ρ（オ），　ζ（ε）］　　　　　　　　　　　　　　　　（3．51）

によって表わすことができる．ここで，1σは需要量，鈴は生産物価格である．

また関数五）は∂1）／∂p＜0，∂．0／∂ζ＞0なる性質をもつものと考え．る．

　ところで，宣伝・広告費の効果は，それが麦出された時点から時が経過する

にしたがって，減少して行くものと考えることができるから，われわれは好意

のストヅクもまた，資本ストックと同様に，時と共に「摩滅」して行くものと

想定することができる．そこで，好意ζ（のは，各時点において，その一定部

分が摩滅するものと考え，その割合をδζで表わす．いま，時点εにおける宣

伝・広告への「粗投資」　（宣伝・広告費）を1ζ（のによって表わし，ζ（のの初

期状態がζoであるとす．ζ（のの運動は

　　　　　　　　　　　4ζ（オ）／（江ε＝瓢1ζ（オ）『δζζ（孟）　　　　　　　　　　　　　　（3．52）

　　　　　　　　　　　ζ（0）＝ζo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．53）



　総2

によって規定されるものと想定することができる．

　さて，生産物の在庫水準は常にゼロであり，そして生産物に対する需要は常

に満され，需要のbacklbgはないものと仮定すると，生産物の需要量，販売量

および産出量は常に等しいことになる．したがって，生産物に対する需要関数

（3．51）　専ま

　　　　　　　　　　　　　2（‘）＝1羽［ρ（オ），　ζ（撮　　　　　　　　　　　　　　　（3。54）

と表わすことができる．ここで2（のは時点診における産出量である．また，

時点むにおける総収入は

　　　　　　　　　　　　　　況（重）＝”（孟）2（オ）　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．55）

によって与えられる．

　宣伝・広告費を除く諸費用について，3．1におけるのと同じ想定を行えば，

総費用関数として

　　　　　　　（7¢）＝”（孟）彰（オ）十S［∫（め），　¢1千1σ（ε）十1ζ（Z）　　　　　　　（3．56）

が得られる．ここで，”は可変的生産要素価格のベクトル，雪はそれらの投入

量ベクトルであり，内積”（の〃（のは時点辞こおけるoperating　costである．

1（のは資本財への粗投資のベクトルであって，S【1（の，オ】はexpansion　cost

である．また∬。（のは生産技術の研究，、開発費である．

　企業の生産関数と生産技術の研究。開発政策については，3．1におけるのと

同じことをここでも想定する．すなはち，生産関数は

　　　　　　　　　　　　2（オ）＝θ“（の9［づ。（古），　2ノ（め）1　　　　　　　　　　　　　　　（3、2）

と表わされるものとし，α（のは研究・開発基金σ（のの関数であって

　　　　　　　　　　　　　　α（の＝α［σ（の］　　　　　　　　　　　　　　　（3．3）

によって規定されるものと想定する．ここで鉛（のは資本ストックのベクトル

である．関数gの性質については前と同じことを仮定する．また，σ（のの運

動は

　　　　　　　　　　　　（Zσ（オ）／dオ鶉1’σ（ε）一δσ（ε）　　　　　　　　　　　　　　　　（3．5）

　　　　　　　　　　　　σ（9）＝σo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）

によって規定されるものとする．
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　最後に，資本ストック妖のの運動は

　　　　　　　　　　　伽（の／臨需1（の一δ忽（の

　　　　　　　　　　　劣（0）謹澱。

によって規定されるものとする．

　山回により，時点帥こおける純収入は，（3．55）と（3．56）から

　　　　　P7（の＝R（の一。（の

（3．11）

（3．12）

　　　　　　　　＝”（の2（の一［”（の〃（の＋s（1（の，の＋1。（の＋1ζ（の］

によって与えられ，最小化すべき目的汎関数は

」（∫，1の1ζ）一∫；｛・伽（の・s［・（の，・】・L（の…（の一・（の・（の國・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．57）

によって与えられる．

　企業にとっての問題は，制約（3．52），（3．53），（3．5），（3．6），（3．11），

（3．12）および（3。2）の下で円関数（3．57）を最小にすることである．

　そのために企業が，計画期間中の各時点において，その値を決定しなければ

ならない変数は，2（の，P（の，ζ（の，∫ζ（の，〃（の，1（の，1。（の，α（の，κ（の，

およびσ（のである．ところで，∫。（のが決定されると，σ（のは（3．5），（3．6）

によって決定され，α（のはまたσ（のに応じて（3．3）から決定される．ζ（のは

1ζ（のが決定されると（3．52），（3．53）によって決定され，妖のは1（のが決定

されると（3．11）と（3．12）によって決定される．また，2（の（または藪の）は

ζ（のとp（の（2（の）が決定されると（3．54）によって決定される，〃（のはα（の，

臼じ（のおよび2（のが決定されると（3．2）によって決定される．したがって，企

業は，各時点において，1（の，1。（の，一τζ（のおよび2（の（あるいは双の）を決

定すればよい．

　ところが，産出量，販売量，需要量の関係についての先の想定の下では，各

時点における生産物価格（と産出量）は他の時点における価格とは独立に決定す

ることができるから，それらは，それぞれの時点における　operating　profit

　　　　　　　　　　∬（のro（の2（の一”（のン（の
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を，生産関数（3．2）の制約の下で最大にするように決定すればよい．

　operating　profitを最大にする産蹴量と生産物価格は，一般に，α（の，

妖の，ζ（のおよび”（のの関数として得られるはずである，そして，このよう

な産出量と生産物価格の下でのoper＆ting　prof三tもまた，α¢），妖の，ζ（の

および”（のの関数として得られる．そこで，α（のカミσ（のによって決定され

ることを考慮すると，上のような意味で最適なoperating　profitは

　　　1　　　　　　　　・　　1τ（6）出＝エr［露（診），　σ（オ），　ζ（¢），　カ1

によって表わすことができる．ここで関数πに含まれている最後の変数診は

媛のが与える影響を要約するものである．

　かくして，問題は

　　」（1，1。，）一∫1｛s【・伽］・L（・）・・、（・）一∬【・・（の，・（・），ζ鯛｝・瑠

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3，58）

を制約（3．11），（3．12），（3．5），（3．6），（3．52），（3．53）の下で最小にする投

資政策1（の，研究・開発政策∫。（のおよび宣伝。広告政策1ζ（のを求める問題

となる．

　この問題を解くためにいくつかの仮定を追加する．

　まず，資本財への投資政策1（のと研究・開発政策1。（のについては3．3に

述べられている仮定（1）と②をそのまま仮定する．

　宣伝・広告政策∫ζ（のについては次のように仮定する．すなわち，1ζ（のは

計画期間［0，T1において五esbegue可測な関数であり，その値は制約

　　　　　　　　　　　0≦∫ζ（孟）≦Zζ皿ax　　（0≦亡≦7）　　　　　　　　　　　　　（3．59）

を満していなければならないものとする，ここで，1ζm。xは有限な正の実数で

ある．

　また，制約

　　　　　　　　　　　0≦1（診）≦1’max　　　（0≦古≦T）　　　　　　　　　　　　　（3．25）

　　　　　　　　　　　0≦1’σ（診）≦1σ】nax　　（0≦ご≦≡望「）　　　　　　　　　　　　　（3．26）

および（3．59）を満す，劣空間Rη，σ空間R1およびζ空間∫～1の直積空間Eれ＋2
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　におけるすべての点の集合をθ。ζによって表わす．9。ζはユソパクトな凸集合

　である．

　　次に，関数∬は諮，σ，ζに関して微分可能な凹関数であり，それぞれの

’劣＞0，σ＞0，およびζ＞0に対して∬≧0，∂∬／伽＞0，∂∬／∂σ＞0，∂π／∂ζ＞b

　であると仮定する．

　　かくして，問題は，資本ストッ久　研究・開発基金およグ好意の初期状態

　劣。ζoを制御プロセス（3，11），（3．5），（3，52）にしたがって，＠，σ，ζ）空間

Rπ＋2のある定められた標的集合に移し，しかも目的汎関数（3．58）を最小にす

　る投資政策，研究・開発政策および宣伝・広告曲球の組（∫（の，∫。（の，∫ζ（の）

　⊂・9。ζ（0≦オ≦のを求めることである．尚，ここで∬。ζoは

一［劃

によっ定義される．

　このように定式化された聞題が，おれわれの今まで扱ってきた問題と形式的

には全く同一の問題であることは一見して明らかである，したがって，今まで

に証明された命題と同じ形の命題がここでも成立するはずである．以下におい

てはそれらのうち主要なものだけをかかげるにとどめる．尚，それらの命題は

今まで用いてきた方法と本質的には同じ方法で証明できるので，ここではすべ

ての証明を省略する，

　さて，計画期間中の標的集合が＠，σ，ζ）空間Rη＋2全体である場合にも，

また計画期間の終りにおける標的集合が盈＋2のコンパクトな凸部分集合とし

て与えられている場合にも，そしてexpansion　costが1について線型であ

っても，また厳密に凸であっても，次の二つの命題は成立する．

［主張13］初期状態κ。ζ。から始まり，投資政策，研究・開発政策および宣伝・

　広告政策の組（1（の，1。（の，1ζ（の）⊂9。ζ（0≦ε≦T）に対応する資本ストッ

　久研究・開発基金および好意のトランジェクトリ娠（のの到達可能点集

　合をんζ（7ヲ）⊂Rπ＋2によって表わすとき，・4。ζ（T）はコンパクトで厳密に
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　凸なる集合である．そして，オ紙丁）の各境界点に纈酵鵡を移す政策の組はそ

　れぞれ唯一つである．ここで，卯。ζ（のは

　　　　　　　　　　　　　　一［ilii］　　　・

　によって定義される．

［主張141ゼロから始まる状態変数げ（のを

　dl劣。（ホ）／d：診＝｛S［1（ε），君｝＋1σ（ご）＋1ζ（亡）一刀「【劣（め），σ（ε），ζ（め），ε］｝θ一7’客（3．60）

　によって定義し，初期状態¢，ζoから始まり，政策の組（1（の，1。（の，1ζ（の）

　⊂9。ζζ0≦ε≦T）に対応するトラジェクトリτ。ζ（のの到達可能点集合を

　・4。ζ（T）⊂E”＋3で表；わす．このとき，．4。ζ（T）の下方境界に劣。（7）＝」（1，

　∫。，∫ζ）が最小になる点が存在し，τ。ζ。をこの点に移す最適政策の組が存在

　する．尚，ここで，τ。ζoと謬。ζ（のはそれぞれ

によって定義される．

　ある許容政策の組が最適であるための充分条件は次の通りである．

　まず，計画期間中の標的集合が⑫，σ，ζ）空間Rη＋2全体であって，ex－

pansion　costがS［1（の，ε］＝卿（の1（のと表わされる場合については次の命題

が成立する．ここで，Zσ（のは時点帥こおける資本財価格の％次行ベクトルで

ある．

［主張151投資政策，研究・開発政策および宣伝・広告政策の組（1＊（の，∫。＊

　（の，1ζ＊（の）⊂ρ。ζ（0≦亡≦T）とそれに対応する資本ストック，研究・開発

　基金および好意のトラジェクトリ劣＊。ζ（のは，1＊（の，1。＊（の，1ζ＊（の，が（の，

　σ＊（の，ζ＊（のおよびトリビアルでない随伴トラジェクトリ［η（のη。（の

　ηζ（の3が，卜丁における境界条件（横断条件）η（T）罵0，η。（7）＝0，ηζ（T）

　濫0の下で，微分方程式体系
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　　　　響）一一聖（の・噌器の，ζ＊（鋼ゼ・＋・（の・

　　　　響一一∂恥＊（の・三差の，ζ＊（鯛・一…。（の・。／（・．61）

　　　　響一∂π圃・箒ξの，ζ＊（め）・古】ビ・＋・・（の・・

　を満し，最大値条件

　　一［”（の1＊（の＋1。＊（の＋1ζ＊（の］¢一π＋η（の1＊（の＋η。（の∫。＊（の＋ηζ（の1ζ＊（ε）

　　＝max　　［一（”（の1十1σ十∫ζ）θ一γ‘十η¢）∫十ησ（の1．十ηζ¢）1ζ1　　　（3。62）

　　（∫，1σ，∫ζ）∈ρσζ

　を計画期間［0，T］のほとんどすべてのところで満すならば，最適である．

　この場合

　　　　　9）（ε）＝η（6）θγ書，　　　～ρσ（ε）＝ησ（孟）θγ‘，　　　9）ζ（捗）＝ηζ（オ）θγ‘

によって定義される，粗投資，研究・開発費，宣伝。広告費の帰属価格ψ（の，

ψ。（の，ψ。（のを導入すると，最大値条件（3．62）を満す投資政策，研究・開発

政策，および宣伝・広告政策は次のようになる．すなはち，計画期間［0，勿

に属するそれぞれの帥こおいて

　（1）その市場価格が帰属価格より低い（勧（のく卿（の）資本財については，

可能な最大限の粗投資（1ゴ＊（の＝1ゴm乱。）を行なう；

　（2）その市場価格が帰属価格に等しい（既（の＝卿（の）資本財については，

制約（3．25）を満す任意の大きさの粗投資（0≦1な＊（の≦1伽。。）を行なう．

　（3）その市場価格が帰属価格より高い（ω‘（の〉勉（の）資本財’については，

可能な最：小限の粗投資（1‘＊（の瓢0）を行なう．

　（4＞研究・開発投資の帰属価格が1よりも高い（ψ。（の＞1）ならば，可能な

最大の研究・開発投資（∫。＊（の＝∫。m。。）を行ない，帰属価格が1に等しい

（ψ。（の＝1）ならば制約（3．26）を満す任意の大きさの研究・開発投資（0≦

1＊。（の≦∫。m。x）を行なう．　また，帰属価格が1よりも低い（τ。（のく1）なら

ば可能な最小限の研究・開発投資σ。＊（の篇0）を行なう．

　（5）宣伝・広告投資の帰属価格が1よりも高い＠ζ（の＞1）ならば可能な最

大限の宣伝・広告投資（∫ζ＊（の＝∫ζ恥。x）を行ない，帰属価格が1に等しい
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（ψζ（の＝1）ならば制約（3．59）を満す任意の大きさの宣｛云・広告投資（0≦

1ζ＊（彦）≦1’ζ訟ax）を行なう．また，帰属価格が1よりも低い（ψζ（のく1）ならば

可能な最小限の宣伝・広告投資を行なう』（∫～（の＝0）．

　上の【主張151とそれに続く議論は，計画期間中の標的集合がE⑳＋2全体であ

って，expansion　costがS［∫¢），診1需”（の1（の　と表わされる場合に関す

るものである．次に，計画期間の終りにおける標的集合がコンパクトな凸集合

X。ζ⊂Eη＋2として与えられている場合について考える．」θo空間左1と⑫，σ，

ζ）乱闘E箆＋2の直積空間Eη＋3を考え，そこにおける集合X。ζを

　　　　　　　　　　　　　　x。ζ謂R1×x。ζ

によって定義する．ここでX。ζは

　　　　　　　　　　　　　Xmin≦忽（T）≦xmx

　　　　　　　　　　　　　σ：ロ五n≦σ（T）≦σm膿

　　　　　　　　　　　　　ζmin≦ζ（7T）≦ζmax

を満す，⑫，σ，ζ）空間丑π＋2のすべての点㊧集合である．13）尚，expansio職

costは，［主張15｝の場合と同じである．

［主張16】の。（T）＝」’（1，∫。，1ζ）最小の最適点が集合X。ζの境界点になってい

　るとする．政策の組（1＊（の，1。＊（の，1～（の）⊂9。ζ（0≦ε≦T）とそれに対

　応ずるトラジェクトリ”＊。ζ（のは，1＊（の，1。＊（の，1ζ＊（の，が（の，σ＊（の，

　ζ＊（のおよびトリビアルではない随伴トラジェクトリ［η（のη。（のηζ（の】カミ

　微分方程式体系（3．61）を満し，最大値条件（3．62）を計画期間【0，7］のほ

　とんどすべてのところで満すと共に，随伴トラジェクトリの終期状態［η（T）

　η。（T）　ηζ（T）］が境界点卯。ζ＊（T）における標的集合X。ζの内向き法線ベク

　トルとなっているならば，最：適である．均

　［主張15】と［主張161の相違は，一見して明らかなように，旗丁における横

断条件の相違にある．

13）X瀬。，X‘m、。（穏1，2，…，冗），σm」。，σm。x，ζmi。，ζm・・はすべて有限な正の

　実数である．

玉4）最適点が集合瓦ζの内側の点である場合には，問題は〔主張15〕で扱われている問
　題に帰着される．
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　最後に，expansion　cost　s［1（の，司が1について厳密に凸なる関数の場合

についてふれておく。この場合には，計画期間中の標的集合が況”＋2全俸であ

る場合と集合X『σζとして与えられている場合のそれぞれについて，【主張15】と

［主張16】における最大値条件（3，62）を次のように書きかえればよい．

　　一［s（1＊（の，の＋1。＊（の＋1ζ＊（の1ビア6＋η（の1＊（の

　　　十ησ（ご）∫σ＊（め）十ηζ＊（め）∫ζ＊（ご）

　　ま聡。9。ζ卜（s（1，の十1σ十1ζ）θ一γ‘＋η（の1＋η・（の∫・＋η・（の1・（の」

むすびに代えて：残された問題

　この小論をとじるにあたって，以上において考察してきたモデルの欠点を指

適し，残された問題のいくつかを明らかにすると共に，今後の展開のための若

干の展望を試みておきたい．

　われわれは企業の目的をその現在価値の最大化としてとらえたのであるが，

冒頭で述べたように，それが企業の目的として唯一無二のものであると主張し

つづけることはできないかも知れない。したがって，最大化もしくは完全な合

理性にもとずく行動原理に対する批判はさておくにしても，企業の目的は，い

くつかの変数によって規定される効用の最大化であると考えた方がより一般的

であるように思われる．その場合，効用関数としては，単なる序数的な効用関

数ではなく，むしろ，Neumann－Morgenstern流の効用関数を定義した方が

よいであろう．企業をとりまく不確実性の処理が可能になるからである．

　指摘しておきたい第2の点は，われわれのモデルでは，与えられたそれぞれ

の時点における産出：量，生産物価格，および可変的投入量の決定が，他の時点

におけるそれらの決定から独立になされるという点である．生産物の在庫とか

需要のbacklo9を含むようなモデルを構成するときには，ある時点における

それらの決定は他の時点における決定から独立ではあり得ず，したがって，産

出量の決定なども投資政策などの決定と同じような形でなされねばならないで

あろう．
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　われわれは資本財への投資政策，生産技術の研究・開発政策，宣伝・広告政

策に関する制約を全く外生的な形で導入したのであるが，たとえば粗投資の上

限は投資資金のavai揺bilityとか将来に対する予測などによって規定される

ものと考える方カミ妥当であると思われる．

　また，われわれは，資本ストックをはじめとする状態変数の値について，計

画期間の終りにおける標的集合を明示した場合を除けば何の制約も課していな

い．しかし，計画期間中のそれらの値について企業が何らかの形で制約をも

うけている場合は考えられるのであるから，問題を，いわゆる移動標的集合

（狙oving　target　set）を含む問題として定式化するこaこは意義があると思

われる．

　われわれのモデルは確実性の世界におけるモデルであって，企業をとりまく

外的な環擁であるとか，企業による特定の行動の成果などにまつわる不確実性

の問題は考慮されていない。研究・開発投資や宣伝・広告投資から得られる成

果は一般に不確実であるし，また生産物や生産諸要素の価格に関する予想の問

題も考慮されてしかるべきである．これらの不確実性を処理する方法として

は，主観的確率の概念とBayeSの定理が有効であろうと思われる．

　尚，技術進歩についてはいわゆるembodied　progressの考え方を導入し

た方がより現実的であるように思われる，

最後に，われわれはいわゆるoptimal　synthesisの問題についてほとんどふ

れること述なかった．これも残された大きな問題の一つである．
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