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は　し　が　き

　本書は観測不可能な変数を含む計量経済モデルの推定について検討している。

・経済学をはじめ広く社会科学において，それぞれの桂会現象を計量モデルでと

らえ，そこからその法則性を導き出す計量分析は各種の困難な問題に遭遇する。

なかんずくモデルに含まれる変数とそれに対応する観測値の有無はその基本的

澗題の一つである。しかし計量経済学におけるこの種の一般的問題に対する実

襟的対応は，社会学あるいは心理学の分野におけるそれに比較して新しい。こ

こ10年ほど前にZellner，　Goldbergerによって提起された補助方程式法はす

・でに他の分野において開発された因子分析法の計量経済学への一つの適用とみ

ることができる。そこで本書は，このZellner，　Goldbergerの方法とその一般

化によって得られた各種の結果を現段階でまとめ，同時に今後の研究のための

基礎固めを行なったものであり，それ自体この問題に対して新しい貢献を加え

ようとするものではない。

　本書で扱うテーマは著者がここ二年以来特に関心を持って取組んだものであ

・る。いま読み返してみるとぎ，著者の能力不足のため数々の節において不消化

のあとが多々存在する。また当初予定していた基本モデルのモンテ・カルロ実

験を本書に掲載することができなかったのは，まさしく著者の怠慢以外のなに

ものでもない。これらの諸点は今後の研究課題としたい。

　しかしともかく現段階までの研究結果を一冊の書としてここに著わすことが

・できたのは，著者が大学院以来このかた御指導を賜わっている恩師家本秀太郎

無生および本学就任以来常に御混錘を頂いている今川正先生の御助力の御蔭で

ある。この紙面をかりて心より御礼申し上げたい。

　最後に本書を研究叢書の一冊として刊行することを許して下さった大阪府立

：大学経済学部に対して謝意を表わしたい。

　　　昭和54年2月

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　著　　　者
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第1章　序 説

1．1観測不可能な変数と問題の所在

　本書は，観測不可能な変数を含んだ経済モデルの推定について検討する。観

測不可能な変数（unobservable　var量ables）という言葉は・これまでの計量経

済学の教科書においては，あまり耳慣れない言葉である。しかし，変数誤差

（errors　in　variables）とか，あるいは測定誤差を伴なった変数（var玉ables

with　Ineasurement　errors）という言葉は，通常の教科書において知ること

ができる。測定誤差の存在のために，その真の値が測定できない変数は，確か

にここで，われわれが扱う観測不可能な変数の一つである。しかし，本書でと

りあげる観測不可能な変数は，この測定誤差が原因で・その本来の値が観測で

きない変数をも含めて，さらに広い意味で使いたい。

　ところで，およそ推定の対象となる牽知の経済量とか，あるいはその偶然的

要素のため，確率変数として扱われる変数も，われわれがその真の値を直接知

ることができないという意味で，観測不可能な変数とすれば，およそ計量経済

学モデルにおいて，われわれが接する観測不可能な変数は実に多い。この観点

にたって，GriHches［17］は，計量経済学における三つの型の観測不可能な

変数を指摘している。その一つは固定パラメーターである。われわれが標本か

ら推定するすべてのパラメーターは，これにあたる。その二つは，狭義の観測

．不可能な変数である。これには上述のごとく，測定誤差のためその真の値が測

淀できない変数（以下，誤差変数とする）と観測でぎるいかなる変数とも直接

対応しない，本来の観測不可能な変数との二つのものがこれに属する。例えば，

最適資本ストヅク；恒常所得（permanent　income），銀行の企業に対する信

用割当（cred量t　ration量ng）あるいは予想価格をはじめとする一切の予想経済

（1）　心理学，社会学における「人の能力，才能」あるいは「人の欲望，価値体系」等

　は，明らかにわれわれの観測不可能な変数に属するものである。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）
子等は，この本来の観測不可能な変数に属するものといえる。指摘された第三．

の型は，計量モデルにおける確率項毒るいは誤差項である。通常の方程式の誤

差および測定誤差もこの第三の型に属する観測不可能な変数である。いうまで

もなく，われわれが本書において対象とする観測不可能な変数は，この

Gril量chesの指摘する第二の型の変数である。つまり，測定誤差を伴なった

誤差変数および経済理論においてしばしば利用されかつその存在が予想される．

が，現実には直接対応する資料の存在しない本来の観測不可能な変数である。

　もちろん，これらの変数のなかには，事後的には，近似的にせよ測定可能な

変数もあり，又まったく計測できない変数もあろう。したがって，一つの変数

が観測不可能な変数であるかどうかは，常に確定したものではない。その変数

が持つ本来の概念と当該モデルのなかにおいて，いかなる型で適用されている

か，この二つの規準によって決定すべき問題である。さらに，本書では，これ

らの観測不可能変数が，モデルの独立変数として含まれる場合に限定したい。

　しかし，ひとたび，これらの観測不可能な変数がモデルのなかに組込まれる．

ならば，過去の経験によるにせよ，あるいは経済理論の裏付けによるにせよ，

なんらかの観測可能な変数に結び付けられる。例えば，予想価格は，過去の各・

時点の実現価格の加重平均で，最適資本ストックは，企業の生産理論によって

利子率，価格，産出量の関数として，またある変数はdummy変数で表わさ

れる場合もあろう。このように，観測不可能な変数を他の観測可能な変数と結

び付ける関係式を，本書では，補助方程式（aUXiliary　eqUatiOn）と呼ぶこと

にする。ZeUner［51コ，　Gddberger［13コによる変数誤差モデルの推定も，か・

かる補助方程式による接近にほかならない。そこで，本書において，われわれ

が扱う計量モデルを

　　　ン＝∫（κ＊，zσ，π）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．1）

　　　κ＊＝9（9，ε）　　　　　　　　　　　　　　（1．2）

と集約し，これを一般モデルと呼ぶことにする。上式における変数はすべて特

定の次数のベクトルである。そのうち，ンは従属変数，ω，κ＊，9は独立変数．

％およびεは確率項である。そして独立変数のうちのκ＊がこのモデルにおけ
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る観測不可能変数とする。上式の（1．1）がこのモデルの構造方程式であり，

（1．2）が，観測不可能な変数妙を他の観測可能な独立変数2に結び付ける補

助方程式である。このモデルでは，たとえ（1．1），《1．2）の斜格がパラメータ

ーに関して線型であっても，κ＊を消去した構造方程式は，’一般には非線型と

、なる。このため，通常の識別理論および推定方法を直接適用することはできな

い。本書の意図は，まさしく，このような観測木可能な変数を含んだモデルの．

推定に関する諸問題を検討することである。以下，観測不可能な変数を含む経

済モデルの諸例をあげ，われわれゐ研究の重要性を強張したい。

　　　　　　　1．2観測不可能な変数を含む経済モデル

　本節では，観測不可能な変数を含んだ消費モデル，投資モデルおよび賃銀・

利子・価格決定モデルの実例について検討する。

　1．恒常所得モデル。周知の消費関数論争を経て，Friedman［8］は，い

わゆる恒常所得（permanent　income）モデルを提案した。このモデルの最も

簡単な型は次のように表わされる。つまり，われわれが現実に観察する彦時点

の消費ンα）は各消費単位が長期にわたって受けとると予想される恒常所得

罪＊（のからの一定割合と変動消費％（のとの和として定義される。他方，現実

に観察される所得κ（のはこの恒常所得と一時点に受けとる変動所得δ（のと

の和として定義される。つまりそのモデルは

　　　ツ（’）＝β＊κ＊（’）一←z4（’）　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　（1．3）

　　　κ（渉）＝κ＊（’）十δ（’）　　　　（’＝1，　2，　・・・…　，　7「）　　　　　　　　　　　　　（1．4）

と表わされる。上式のβ＊は平均消費性向にあたり，各種の要因によって決定：

されるが，ここではこれにたち入らない。またπ，δ（以下随時’を省略する）

は共にモデルの確率項として扱われそれぞれE（πω）＝E（δ（の）鷲0，

E（π2（の）＝σ急，E（δ2ω）＝σ§，　E（麗ωπ（s））＝E（δ（’）δ（s））＝0α≠s），

E（πωδ（7））＝1ヲ（π（’）∬＊（7））＝E（δ（のκ＊（ア））＝0（5，ノ篇1，2，……，7つと

する。このとき次の関係式が成立する。
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β十圭・1）β・

σ碁＝σ彰＋β＊2σ§

説

（z，＝％一β＊δ）

　　T
　　∫＝1

（1．5）

均しβ，。呈，。駄それぞれΣ痴）。ω／釜。・（，），（1／T）齢（の，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫礪1　　　　　　　　　　’譜1

〈1／T）嵩が（のの確率極限とする。ところでこれらの値をその標本からの値に

置きかえると，モデルは三個の未知数（β＊・σ急，σ言）と二個の方程式から構成さ

れている。この結果，Friedmanの恒常所得モデルは本来識別不能な体系であ

る。これを解決するために，例えば時系列資料に対してはその恒常所得を現在

および過去の実現所得の分布ラッグ関数

　　　　　　　お　　　κ＊（’）＝属λ・・（’一の　　　　　　　（1・6）

として表わす・とができ（體艪ﾄ，。の修正されたF，i。dm。nモデル（1．3），

（1・4）・（1・6）は明らかにわれわれの一般モデル（1．1），（1．2）に対応する。

事実・恒常所得がは観測不可能な予想変数でありまたその（1．6）式はわれわ

れの補助方程式（1．2）にあたる。そして残りの（1．3），（1．4）式が構造方程

式（1．1）に相等する。

　2・投資関数と最適資本ストック。周知の通り，投資関数モデルには各種の

獄化がyであるが・そのいずれにおいても樋の予想あるいは鮪変数・・
導入される。ここでは次の調整型の設備投資関数に限定し，置換投資を省略す

る。

　　　1＝α（K＊一K一・）＋〃　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．7）

　　　κ＊＝9（幻　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．8）

つまり・今期の投資1は，今期の望ましい資本ストックK＊と前期末の資本ス

トックK－1との差に調整係数αを乗じたものと仮定される。他方，前者のK＊

は（1・8）式によって，独立変数Xの関数として表わされる。このK＊の決定

（2）Friedman［8］（142－45Nま各変数が時間に関して連続な場合を想定しでいるが，

　ここでは離散型の場合に変更している。

〈3）洲浜［44コ（179－82）。
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には各種の方式が考えられる。その最も簡単な方法は，望ましい資本ストッグ

の水準を；一定の産出量Xを生産するために・経済的に最も有利な資本スト

ックとする方法である。すなわち

　　　K・一βx　　　　　　　　　　（1・9）
と定式化することができる。したがって，上式における係数βは，投資企業に

とって最も有利な条件のもとにおける資本一産出比率である。この背後にある

企業行動をさらに一歩進めたのがJorgenson［29］である・ここでは・最適

資本蓄積に関する新古典派理論にもとづいて，望ましい資本ストック水準が決

定される。いま生産関数として，Cobb・Douglas型のものを用いると・利潤最

大化のための必要条件より

　　　K・一γ（ρ／c）X　　　　　　．　　（1・10）
を得る。ここで，Xは産出量，ρは同価格・6は資本用役の価格である。以上

の各方式は，投資活動における実物面を強張しているが・これと平行して・そ

の貨幣面を強張することができる。もし，企業の内部畜積資金しがその企業の

望ましい資本ストヅクの水準を決定するものであれば，K＊＝δ五とすることも

できる。さて，以上のいずれの方式に従っても，望ましい資本ストックの水準

は観測不可能な変数であり，しかも，それを観測可能な独立変数に結び付ける

・補助方程式が，ここではモデルの中心となっている。これは・Fr量edmanの恒

常所得モデルにおける補助方程式（1．6）が，そのモデルにおいて，文字通り

補助的役割をしているのに比べて対照的である。

　3．予想価格。前述の通り，予想価格も観測不可能な変数の一つである。こ

こでは，予想価格の変化率を含んだKolluri［31］（chap・7）の計測モデルを

紹介する。このモデルは，失業率とインフレーションとの長期trade　offの関

係および利子率に関するFisherの仮説（名目利子率＝実物利子率＋予想価格

の変化率）の検証のために用いられたモデルであり，1954年から70年にわたる

米国経済の半期別資料に適用されている。モデルは，次の五方面式より構成さ

　　　　　　　　　　　くの
れる線型連立方程式である。

（4）Ko11uri［31コ（123）の計測モデルを，ここでの説明の迄めに変形している。
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　　　耳z鶉∫ユ（ノ＞F1），　P6，　Q，σ『1）＋彿1

　　　ノ＞FD瓢！、（w，　NFP－1，1～）＋％、

　　　づ＝！・（y一’・P8・1～）＋％・　　　　　　　　（1．11）

　　　PO＝Pθ十％4

　　　P8＝／5（NF1），　M＿1）十％5

このモデルの記号は次の通りである。

　W＝民間非農業部門労働者の平均時間給変化率（％），1＞戸D＝非農業部門

　GNPデフレーター変化率（％），　P6＝消費者物価予想変化率（％），φ＝労

　働生産性変化率（％），σ＝平均失業率（％），た＝産出量単位当りの労働費

　用変化率（％），γ二貨幣の流通速度，戸。＝測定誤差を含んだPθの推定値，

　ルf瓢貨幣の供給量変化率（％），ゴ＝名目利子率。

この第一式は・PhilHps・Lipsey曲線を修正した賃銀方程式である。第二式は

価格方程式・第三式は修正されたFisherの利子方程式である。また，第四式

は測定誤差を含んだP6の推定値を表わしている。最後の第五式は，　Turnov－

sky［47］の予想価格形成式を変型したものである。いうまでもなく，このモ

デルの観測不可能変数は消費者物価の予想変化率戸θである。また，その補助

方程式は第五式である。以上の改良モデルに平行して，これまでの伝統的なモ

デルも計測されている。この後者のモデルは，上の改良モデルの予想価格変化

率Pθを直接その推定値Poで置きかえ，さらに第四，五平を削除したもので

ある。この結果，伝統的モデルにおいては，補助方程式が，まったく考慮され

ない。Kolluriは両モデルの推定結果を比較することによって，上の改良モデ

ル（1．11）の妥当性を主張している。

　以上，われわれは観測不可能な変数を含み，かつそれを補助方程式によって

推定する経済モデルの例を説明した。これらのモデルは，結局，われわれの→
　　　　　　　　　く　　
般モデルに集約される。

（5）　このほか，銀行の信用割当を観測不可能変数として，企業の実物・金融資産需要

　の実現を計測するモデルがある（伴［3コ）。このモデルも，われわれの一般モデルに

属する。



1．3　変数誤差モデル　7

1．3変数誤差モデル

　本節では，変数誤差を含むモデルの推定に関するZellner－Goldbergerの補一

助方程式法について説明する。すでに述べたFriedmanの恒常所得モデルは，

ここでの変数誤差モデルと密接な関係がある。そこで，そのモデル（1．3），（1．4）

をここでも利用する。ところで，周知のように，従属変数に含まれる測定誤差

は，方程式の誤差と同じように処理されるので，ここでは独立変数のみに測定．

誤差が含まれる場合に限定したい。そのとき独立変数の観測値κはその観測

不可能な真の値κ＊とその測定誤差δとの和として（L4）式で表わされる。他

方（1．3）式は従属変数〃と真の値κ＊との回帰関係を表わしている。いまモ

デルの確率項麗，δに対して，前述と同じ仮定を設定すると，この変数誤差モ

デルはFriedmanの恒常所得モデルとまったく同じものとなる。したがって・

ここでの変数誤差モデルも識別不能である。構造係数β＊のみの推定に限定し

ても，その最小二乗推定量は一致推定量とはなりえない。そこで通常とられる

方法は操作変数法と最尤推定法との二つである。これらの推定法によってβ＊

の一致推走破を求めることができる。しかし誤差分散σ義，σ§のうちのいずれ

か一つを推定することができない。これに対してZellner［51］，　Goldberger

［13］の手法による推定法は，観測不可能変数κ＊を他の観測可能な独立変数：忽

に結びつける方法である。この結果，変数誤差モデルは

　　　zノ（’）＝瓢β＊κ＊（’）＋z多（’）

　　　κ（診）＝κ＊（’）＋δ（’）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．12）

　　　κ＊ω＝α9ω　 α＝1，2，一・…，T）

と改められる。ただし独立変数gはπ，δと無相関としておく。これよりゲを一

消去した誘導型に基づいて次の関係式を得る。

　　　π1＝αβ＊

　　　π2＝α
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．13）
　　　σ葛、＝σ乱　（彷＝％）

　　　σ葛、＝σ馨　（”，＝δ）
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ただし上式におけるπ、，π2，協、G藷1，2）はそれぞれ標本からの統計量

T　　　　　　　　T　　　　　　T　　　　　　　　　T　　　　　　　　　　　T
Σン（’）9（’）／Σz2（の，Σκ（’）9（’）／Σz2（≠），（1／T）Σび1（’）（づ＝1，2）の確

’＝1　　　　　　　　’ロ1　　　　　　’罧1　　　　　　　　’＝1　　　　　　　　　　’驕1

率極限である。ここでは四個の未知数（β＊，α，σもσ§）が同数の方程式によ

って表わされている。したがっそ，ζの変数誤差モデル（1．12）は識別可能で

あり，πz（ゴ＝1，2）の最小二乗推定量はβ＊，αの∵致推定量を与える。以上

より変数誤差モデルの補助方程式による修正はモデルの識別不能性を軽減する。

この傾向は変数誤差の存在する連立方程式モデルにおいても，ほぼあてはまる。

いずれにせよこの修正モデル（1．12）もわれわれの一般モデルに集約すること

ができる。

1．4　因子分析との関連

　一般モデルにおいて，観測不可能な変数を消去すれば従属変数と独立変数と

からなる回帰モデルが確定する。しかしこのモデルは因子分析モデルとしての

性質をかねそなえている。そこで本節では，一般モデルを因子分析の立場から

検討したい。

　多数の観測値から，そこに潜在する観測不可能な共通した因子の種類とその

量について探索，実証する因子分析は，心理学の分野において早くから利用さ

、れている。その因子分析には，大きく分けて二つの分析方法がある。その一つ

は探索的（expioratory）分析方法であり，いま一つは確証的あるいは検証的

（confirmatory）分析方法である。前者の探索的方法では，その実験モデル

に対して一切の先験的制約を用いないのに対して，後者の確証的方法では，そ

の実験対象の構造に関するある程度の事前的知識に基づいて，そのモデルに含
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）
まれる共通因子あるいは因子負荷量の一部に先験的制約を加える。これはいわ

ゆる前者の「回転の不安定性」を除くうえで重要である。このような観点から

われわれのモデルを検討すると，まず一般モデルの（1．1）式を〃＝Bκ＊＋π

と特定化し，その（1．2）式をさしあたって除外すると，これは上述の探索的

（6）　J6resko9［25コ（183－86），　Goldberger［12］（990－93）、
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因子分析法の対象となる。そのとき観測不可能な変数κ＊が共通因子であり，

係数行列βがその因子負荷量および確率項％が特殊因子にそれぞれ相当するひ

これに対して補助方程式（1．2）で示される回帰関係を加え・噌般モデル全体

を一つの因子モデルとすると，明らかにこの補助方程式が共通因子κ＊に対す

る制約式となってる。したがって，われわれの一般モデルは上述の確証的因子

分析の対象となる。特にこの補助方程式を，ある確i定した次数の係数行列、4

に対してκ＊＝・49＋εと特定化すれば，共通因子の個数はその行列の次数に固

定され，そして各共通因子はその観測可能な確証部分G49）とその不可能な確

率部分（ε）とに二分される。そのとき後者の確率部分（ε）は・後述のごとく・

・モデルの副次的共通因子としての性質を持つことになる。そこで以上の二つの

因子分析法を，われわれの一般モデルに関連して図示すると次のように表やさ

れる。図における記号獅は因子の探索方向をまた→は回帰方向を示しているひ

これよりわかるように，特定化された（1，1）式のみからなる因子モデルは事

前にいかなる制約をも利用せず，自由に因子を探索する。これに対して特定化

された（1．1）および（1．2）の一般モデルより構成される因子モデルは・独立

変数zの張る空間においてあらかじめ定められた数の因子を求める。

κ＊

（1．1） （1．1）　and　（1．2）

1。5』本書の構成

　観測不可能な変数を含んだ経済モデルの・補助方程式法による推定理論の歴

史は新しい。Zellner［51］によって，最初とりあげられた方法は一般化最小
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二乗法（正確には，Zellner［49］のZelh犯r’s　two　stage　generalized　lea就

square　methodsである。以下，簡単にGLSとする）の応用である。この方
法はG・ldberg・・亡・3］を初めとする一連の脇。よ。て受け継ヵ・氣1同時に

最尤法（以下，Mしとする）の適用および因子分析法との関連が検討された。

Zellner－Goldbergerのモデルは，一つの観測不可能な変数を含む単純なモデ

ルであったが，これはRobinson［40］さらにKollur董［31］によって一般化

され，多数の観測不可能な変数を含むモデルが検討されている。

　そこで，本書の構成は次のようになっている。第2章では，一つの観測不可

能な変数を含む基本モデルを構成し，その識別とMinimum　Distance（以下，

MDと略す）法による推定およびその推定量の漸近的性質について検討する。

このMD法による推定の手続は，　GLS法のそれとほとんど同じであるが，そ

の一つの特殊な場合として，GLS法を含んでいる。つづいて，第3章において

は，基本モデルの拡張を行なう。その拡張は1）外生変数の導入，2）多数の

観測不可能な変数の導入，3）補助方程式の確率化，4）連立方程式化の四点に

おいて行なう。以上のモデルの一つの応用として，第4章では変数誤差の問題

をとりあげる。

　なお，第2章におけるMD推定量の漸近的特性の証明は，　Malinvaud［35］

（chap・9）の手法に従っている。また・第3章の「多数の観測不可能な変数」

が存在するモデルの推定についてはKolluri［31］（II．2）および「捕助方程

式の確率化」についてはKolluri［31］（II．4），　J6reskog　and　Goldberger

エ28］に基づいている。

（7）　Goldberger［11コ，　Hauser　and　Goldberger［：18コ，　Goldberger［12コ，　Goldberger

　［14コ，」6reskog　and　Goldberger［28］．
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第2章基本モデル

　本章では，一個の観測不可能な変数を含んだモデルについて考察する。とり

あげる論点は，モデルの識別，Minimum　Distance（MD）法セこよる推定：およ

びその推定量の漸近的性質である。本章で考察するモデルは，あらゆる点にお

いて制約的であるが，観測不可能な変数を含む計量モデルの基本的特徴を持っ

ている。

　　　　　　　　　2。1基本モデルの構成と仮定

　本章において扱うモデルを次のように特定化し，これを基本モデルと呼ぶこ

とにする。

　　　　　　　ン、（の＝β・κ＊（渉）＋z61（’）

　　　　　　　ン，ω＝β・κ＊ω＋π・α）

　　　〔1〕　　i　　i　　　i
　　　　　　．2ノ擢（≠）＝β丑f劣＊（’）＋％昂f（≠）

　　　　　　　κ＊ω＝α、κ！（の＋α2κ2（’）＋……＋奴κκ（’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（彦＝1，2，・・…・，T）

この基本モデルの構造は，下の回帰図に表わされる。すなわち時点臼こおいて，

。M種の観測可能な従属変数〃、，堕，……，伽は，それぞれ観測不可能な変数

κ1 〃1

・

κ2 ＠2

κ＊

π王

ﾎ2

怐
怩
潤
投
C

●
　
　
●
　
　
●

●
O
o

πκ 飾♂
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κ＊と確率項％b％2，……，晦によって表わされる。他方，このκ＊は，補助

方程式によって，観測可能な独立変数κ、，κ21……，κκの一次結合として表

わされている。明らかに，この基本モデルは，前述の一般モデル（1．1），（1．2）

の特殊な場合である。

このモデルは，更に次のように表わすことができる。

　　　2ノ（≠）＝βκ＊（診）＋％（’）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2。1）

　　　劣＊（の＝α’κ（の　　　　　　　　　　　　　（2．2）

ただし

　　　〃（の騙（〃1（’），〃、（の，……，伽ω）’　（〃×1）

　　　κ（’）＝（κ、（の，κ2（の，……，κK（の）’　（K×1）

　　　％α）＝（％、（’），〃2（の，……，吻（の）’　（M×1）

　　　α諏（α1，α2，……，ακ）’　（K×1）

　　　β＝（β1，　β2，　・。・…　，　β丑r）’　　　（ルf×1）

とする。次に，モデルの確率項πおよび独立変数κは次の仮定に従うものと

する。

　仮定　1．（1）E（μ（’））＝0　　（M×1）　　（’＝1，2，……，T）

　　　　　　（2）E（π（の％’（の）＝〔σ¢，〕＝Σ（M×M）（’零1，2，一・，T）

　　　　　　（3）　　E（％（診）πノ（s））＝0　　　　　（M×M）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α≠s，’，s＝1，2，……，　T）

　　　　　ただし，上記の分散共分散行列Σは正値定符号行列とする。

　仮定　2．独立変数κは非確率的な確定量であって，階数条件　rank（X）

　　　　　＝Kに従う。ただし行列Xは

　　　　　　　X＝（κ（1），κ（2），……，κ（T））’　　（T×κ）

　　　　　とする。

この仮定1より，確率項％は平均0で，同時点（contemporaneousiy）に1ま

：互いに相関を持つが，系列的（serially）には無相関である。また，仮定2よ

り，独立変数κは非確率変数であるが，これを確率変数と改めても，κが系列

的に独立であり，さらにκが与えられた時のπの条件付分布がκから独立で
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あれば，以下の展開には変りがない。

　最後に，以上の基本モデル〔1〕が極めて制約的であることは，いうまでも

ない。特に，モデルの従属変数は，κ＊以外の独立変数の影響を直接には受け

ない。また，モデルに含まれる観測不可能な変数の個数は，わずか一つである。

モデルの補助方程式は，独立変数のexact　functionとして表わされている。

さらに，従属変数間の根互依存的関係は無視されている。これらの各点は，次

章において修正され，モデルは一般化される。

2．2基本モデルの識別

　前節における（2．1）式を（2．2）式に代入して，次の誘導型を得る。

　　　ッω謙βα’κ（の＋紗ω　α＝1，2，．……，T）

　　　　　＝＝1Zノκ（’）十”（’）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3）

ただし

　　　　　　　α・β・α・β2……α・β菰

　　π一・β’一α1βエα2！2∵’α2争　　　　（2．4）

　　　　　　　αKβ1ακβ・’○…’ακβ泓

とする。また，π（の＝恢のであるから，”（のの分散共分散行列を

　　　E（ρ（のガ（’））繍〔ω乞ゴ〕謹9　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4’）

と定義しておくと，この基本モデルではΣ＝9が成立する。以上の準備のも

とに，構造パラメーターα，β，Σの識別について検討する。

　まず，上述の通り，Σ＝9すなわちσり廓碗ゴであるから，分散共分散行列

Σは識別可能である。しかし，構造係数α，βについては（2．4）式がα，βに

関して非線型であるため．連立方程式に関する通常の識別理論を適用すること

はできない。しかし，これまでの手法にならって，α，βの識別を検討するこ

とが可能である。まず，（2．4）式において，誘導係数行列πのκ1匠個の要素

が構造係数ベクトルα，βのK＋M個の要素によって表わされている。しか

しながら，βの各要素をん（スカラー）倍し，逆にαの各要素を同じんにて除
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しても，左辺のπの値は変らない。そこで，この不決定性を除くために，正規

イヒ貝唖として，β…を採用する。とにす窺。の結果，擬すべき構造係数

はK＋ルf－1となる。ゆえに，全体として

　　　7雛κ1し4F一（1【1十1レ1－1）＝駆（1ζ一1）（1しf－1）　　　　　　　　　　　　　　　　（2．5）

個の過剃決定が存在する。κ＝1あるいはM＝1という特殊な場合を除けば，

ここでの基本モデルは，大抵の場合，過剃識別である。したがって，α，βを

一意に決定するためには，誘導係数17に（K－1）（M－1）個の制約を課する必

要がある。そこで，次の定理が成立する。

　定理　2．1

　　「一つの正規化則のもとで・基本モデルの構造係数α，βが，一意

　　　に決定されるための必要かつ充分条件は，誘導係数行列17に関し

　　　て

　　　　　　　　　　　rank　（π）＝1　　　　　　（2．6）

　　　が成立することである。　　　　　　　　　　　　　　　　　　」

この定理の成立は・上の（2・4）式より，自明であるが，ここで曝（2．6）式の

持つ意味を明確にするため，次のような証明方法をとる。そこで，まず，次の

補助定理の成立を確かめる。

　補助定理

　　「行列πの二つの行ゴ，ブと二つの列々，1より作られる小行列式

　　　をπ儲とすると・上記の定理（2．6）式は

　　　　　　　πG：1：）一・（ノ’＝2，3，。・・。・。，K〆＝2，　3，　…　。・。，　ルf）　②・）

　　　で示される（κ一1）（M－1）個の制約と同等である。　　　　　」

補助定理の証明。一般にある行列に関して，s次の小行列式がすべて0である

ならば，それより高次の小行列式はすべて0である。ゆえに，制約（2．6）式

（1）正規化則として，このほかα’X／Xα＝1あるいはβ’8β＝1（ただしSは任意の

正値定符号行列）を利用することができる。
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轍係数行列πの2次小行列式がすべて0となることと同等である。すなわち，

　　　耳（lll）一・（鷺竃1＝鴇慌釜）

乏同等である。しかし，この（1／4）KM（K－1）（ルf－1）個の制約のうち，独

一癖な式の個数は（K－1）（M－1）である。なぜなら，猛ゴ。，ブ瓢ブ。と固定した

・／・M（澗個の小行脚（矧一・臨そのうちの・隙

　　　π（｛lll）ゴ・（1’一・・3……初

ノにて表わされる（M－1）個の制約を，適当に組合わせることによって，容易
　　　　　　　　（2）
1に導くことができる。このことは，行についても同じであるから，結局，独立

な制約は（2．7）式で表わされ，その個数は（K－1）（．M－1）である（補助定理

『証明終）。以上より，制約（2．6）は（K－1）（M－1）個からなる（2．7）の制

約と同等であり，その個数は，過剰決定の個数を表わす（2．5）式の7に等しい。

つまり，誘導型の係数行列11に制約rank（17）＝1を課することによって，

＝基本モデルの過剰識溺性は修正され，、構造パラメーターα，βは一意に決定さ・

れる。事実，一つの正規化則と制約（2．7）を利用して，関係式∬＝αβ’より，

構造係数α，詔を次のように導くことができる。いま，行列πのムブ要素を

一πηとすれば，（2．4）式より

　　　π盛ゴ＝α盛βブ　　　σ＝1，　2，　……，　、κ）　（ノ瓢1，2，　……，　！レの

ここで，正規化則β鉱瓢1を利用してαz亭π耀と決定する。一方・他のβにつ

～・ては，（2．7）式を用いて，次のように決定する。

〈2）行列∬の要素をπ蒔とすると

　　　π儲）一一一・一一・

は∬
ill　ll）一・お・び∬（擁）一・鱒かれ・・ただ…焔脚」・

：3，……，Mとする。
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　　　β・一搬一一器……一嘗（海＝1，2，・。・。。・，M－1）

以上より，定理2．1の成立は明らかである。

　ところで，得られた識別条件は，通常の連立方程式体系を構成する特定式の

識別条件に対応している。事実，後者の次数条件に相当するものは・ここでは・

（2．5）式の7＝（K－1）（M－1）≧0であり，またその階数条件にあたるものは

（2．6）式のrank（π）騨1である。そして，実際の推定にあたっては一つの

正規化則と係数制約π＝αβ’のもとで，誘導型（2．3）式を利用することがで・

きる。その際，最尤推定法に従うならば，これは通常の制限情報最尤法の手法

に対応する。しかし，ここでは，制約17＝αβ’が非線型であり，さらに推定

の対象となるパラメーターは，モデルのすべてのパラメーターである。

2．3基本モデルのMD推定量

　本節では，基本モデル〔1〕の推定について検討する。前述の誘導型（2．3＞

式より明らかなごとく，このモデルはパラメーターに関して非線型なM個の・

方程式に還元され，その確率項は互いに相関し合っている。この基本モデルの

推定は，すでにZellner〔51］およびGoldberger［13］において検討され

ている。その推定法は，一般化最小二乗法（GLS）と最尤推定法（ML）であ

る。前者ぽ，正確には，Zellner［49］において提案されたZenner’s　two
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
stage　GLSである（本書では，この推定法をGLSと呼ぶ）。ところで；この

基本モデルに関するGLS推定量とML推定量の両推定量は，モデルの確i率項：

に相関が存在するとき　（殉≠0，ゴ≠ゴ），同一となることが明らかにされてい
（4）

る。

　そこで，本節ではこの基本モデルに対してMinimum　Distance（MD）

推定法を適用する。この推定法は，その一つの特殊な場合として，上述の

（3）　この推定法は，またTheil［46コ（310）においてjoint　GLSと呼ばれている。

（4）Goldberger［13］（7）。この帰結は，　Goldberger　and　Oklin［10］の定理の拡張

　であることが指摘されている。また，Robinson［40コは，より一般的なモデルのもと

　で，両推定量の等しいことを証明している。
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もLS推定量を含み，またある一定の黙拝のもとで，その漸近分布ぽML推定

量のそれに等しくなる（本章2．5節参照）。

　まず，MaHnvaud［35］（chap．9）に従って，基本モデルに関するMD推

定法を，次のように定義する。すなわち，MD推定法は誘導型（2・3）におけ

る確率項の適当な二次形式を最小にする推定法である。すなわち・

　　　F（s。）＝勇ガωs。碗）　　　　　　　　　・（2．8）

　　　　　　　’箒1

・を最小にするα，βを選択することである。ここで・行列飾はM×Mの正値

定符号行列であって，曝知とする。この添字丁は大きさTの観測値に対して

用いられていることを示す。本節を通して，7「は一定であるので，この添字を

省略する。上式は，さらに次のように表わすことができる。

　　　F（S）＝T〃（S7の　　　　　　　　　　　　　　　（2・8’）

ここで，’7（SIのは行列SWのtraceを袈わす。またWは，誘導型における

確率項の分散共分散行列で

　　　　　　　　ア
　　　W＝（1／T）Σ（”ω親ω’）
　　　　　　　　’謂1

　　　　掌（1／T）（X－X17）’（y－X17）

．と定義される。ただし上式のγ，Xは

　　　r＝④（1），γ（2），……，娠の）’　（T×ハの

　　　X鷲（κ（1）；．κ（2），……，・κ（D）’　（T×K）

であって，それぞれ観測値から構成される行列である。ところで・行列Wは

　　　階y・÷（π一P）’翠（π一の

と変形することができる。ただし，上式におけるγ・Pは

　　　y・＝（1／T）（y【一XP）’（y－X’P＞　　　　　　　　　　　　　　　　　、、　　　　　（2・9）

　　　P＝（X／X）一同Xノ｝7

と定義される。すなわち，PはyのXに対する回帰モデルの最小二乗回帰係

数であり，γにその残差の分散共分散行列である。上記¢）Wの変形式を（2．

18’）式に代入して
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　　　F（S）＝T’7（Sの＋〃〔S（π一一P）’X’X（π一P）〕

　　　　　＝T〃（Sγ）十’7（SP’X／XP）．十館（S17’X’Xπ）・

　　　　　　一2’7（刀「，X’・ys）

を得る。この右辺の第1，2項はα，βに関する最小化と無関係であるから継

局，（2．8）式をα，βに関して最小にするということは，係数制約π＝αβ’を

考慮して

　　　F＊＝〃（Sπ’X’Xπ）一2’7（17’X’yS）　　　　　　　　　　（2．10）

　　　　＝累（α’X’Xα）β’Sβ一・2α’X’】rsβ

をα，βに関して最小にすることにほかならなし〕。そこでこのFをα，βに薩

して偏微分し，その結果を0とおいて

　　　羅≒（β蹴x・一ズy・β一・

　　音帯一（α’X’Xα）・β一srx・一・

を得る。これより，α，βは

　　　α繍（β’sβ）一1psβ

　　　β＝（α’x’xα）一1y”xα

となる。この制式より，さらに

　　　（（～S一λ∬）β＝0

を得る。ただし，上式におけるQ，λはそれぞれ

　　Q＝γ’XP＝P’x’XP，λ＝（α’x’xα）β’sβ

（2．11）

（2。11’）

（2．12）

と定義される。この（2．12）式より，λは行列QSの固有根であり，βはそれ

に対応する固有ベクトルである。ところで，以上の結果を利用して，

　　　F＊＝λ一2λ＝一λ

を得る。他方，固有根λは上記の定義より非負である。したがって，F＊を最
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
小にするβは，結局，行列QSの最大個有値に対応する固有ベクトルである。

（5）　ここで，行列Q5の最大個有根を，単二と仮定する。これが重根のとき，前節の

　定理2．1が満たされたとしても，α，βの一意性は得られない。例えば，正窺化購

　β’Sβ溜1のもとで，Q＝S＝1となる場合，β1＝sinθ，β2＝COSθとなる　（ただし，
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　ところで，前節の定理2．1より，一つの正規四則を加えなければ，構造係数偽

βの憶齢託れない・正規化則としては・，鮮のβ…のほかにα’齪“

＝1あるいはβ’Sβ＝1を用いることができる。後者の二つの正規化則を適用

した時のα，βのMD推定量は次の通りである。

　1）　α’X雲α＝1。この時，λ瓢β’Sβが成立する。したがって，求めるα，声

のMD推定量をそれぞれα，βとすると，上記の（2．・11），（2．12）の転瞬より

　　　・＝（λ≧一1P璽β．．．．　　　　　（2．、3）
　　　（QS一λ1）β＝0，　λ＝β’5β

となる。ただしλは行列QSの最大固有根とする。

　2）　βノSβ誠1。この時，λ篇α’ぎ’Xαが成立する。求めるMD推定量は上記：

と同じ方法で

　　　・＝P『色　　　　　　　　（2．、4）
　　　（gs一・1）β＝・0，　β’5β＝1

となる。ただし支は，上と同じように，行列QSの最大固有根とする。

　なお，以上の結果は，正規化則のもとで，．F＊を直接に最小とした結果に等

しい。すなわち

　　　F＊＋μ。（α’x’xα一1）

　　　F＊＋μβ（βノSβ一1）

を最小にするα，βは，上述の（2．13），（2．14）の結果に等しい。ただしμ。，

仰はそれぞれラグランジュ乗数である。

　以上が基本モデル〔1〕に関するMD推定量である。言うまでもなく，この

推定量を利用する場合には，一種のウエート（weights）である正論定符号行

　ルτ＝2とする）。

（6）Zellner［51］において1よ衡コ1，またGoldberger［14コ・Kolluri［31コでは・

　α，X’Xα＝1が，またRobinson［40］ではβ’γ一1β＝1が用いられている。変数誤差1

　モデル（1．12）においては，あらかじめ釦＝1が仮定されている。他のモデぞレにお

　いて，いずれの正規化則を適用するか，そのための規準は存在しない。いずれにせよ，

　後者の二つの正規化則を用いる時は，あらたにαあるいはβの一つの要素に対して，

　その符号を設定しなければα，βの厳密な一意性は得られない。
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列Sをあらかじめ決定しておく必要がある。もしモデルの確率項％の分散共

分散行列Σ（＝9）が既知であるならばS＝9－1とすることカミできる。このとき

　　　F（ρ｝1）＝丁彦7（ρ一！w）

を最小にするα，βは後述のML推定量に等しい。Σが未知のときは（2．9）

において定義されるγを用いることができる。すなわち

　　　F（y－1）＝T’7（γ一1πつ

を得る。上式を録小にするα，βは，Zellner［51］，　Goldberger［13］におい

て検討されたGLS推定量である。次に，　S＝1（単位行列ルf×1のとした

　　　F（1）＝T〃（πつ

を最小にする方法は・Brown［2］における連立最小二乗法にほかならない。

　　　　　　　　　　2．4MD推定量の漸近的性質

　本節では，前節において導出したMD推定量α，βの漸近的性質（一致性，

漸近分布・漸近的有効性）について検討する。そのために，（2．8）式を次のよ

うに書き改める。すなわち，誘導型（2．3）より

　　　F（17，ST）＝Σ｛〃（’）一17’κ（’）｝’S7｛〃（’）一17’κ（の｝　　（2．15）

　　　　　　　　’＝1

を得る。さらに構造係数ベクトルα，βを一括して，ベクトルθに置きかえる

ことにする。そこで，本節でも正規化則をβM＝1とする。このため自由に決

定される係数の個数はκ＋M－1である。したがって，新しい係数ベクトル

θの要素は

　　　θ・茸α・　σ＝1，2，……，κ）

　　　θκ＋，＝βノ　　　（ゴ＝1，　2，　。・。…　，　2しf－1）

　　　θK＋縦＝1

となる。明らかに，ベクトルθの次数はL（ニK＋M－1）である。この結果，

誘導係数行列πの第あノ要素をπσとすると

　　　π言ゴ＝θ¢θK÷ゴ　　　　（ゴ＝1，2，・・…。，」K，ゴ㍊1，2，・。…。，〃一1）

　　　πご翌隅θ‘　　　（ゴ＝1，　2，　・・・…　，　1ζ）
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と裏わされる。そこで，上記のF（π，S7）を最小にするθをθ（Sr）とすると，

本節の問題はこのMD推定量θ（Sr）の漸近的性質について，検討することで

ある。その際，わ汽われの基本モデルにおける砺は上記のごとく，θ乞，θK＋ゴ

から構成されるが，以下の展開では，より一般的な場合

　　　πり＝π¢ノ（θ1，　θ2，　’’”09，　θL）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．16）

あるいは

　　　∬＝17（θ）

を想定することにする。

　ところで，前述のように，ST＝1（単位行列，ルf×M）、とした推定量θ（D

はBrown［2］の連立最小二乗（simultaρeous　L　S）推定量に相当する。こ

の推定量の一致性に関する証明は，すでにNakamura［37］において行なわ

れている。また，ST駕γ司（誘導型における残差の分散共分散行列（2，9）の
　　　　　　　　　　　　（ア）
逆数）とし，さらにπ乞戸θ乞と線型化したモデルの推定量は，Zellner［49］

のtwo　stage　generalized　Ieast　square推定量に一致する。この推定量の漸

．近的性質は，ST＝ρ司（誘導型における確率項の分散共分散行列（2．4’）の逆

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）
数）とした推定量に一致し，BAN推定量となる。他方，　Malinvaud［35］

（chap．9）および同［36］（968）は，行列STの収束性と係数に関して（2．16）

・式を想定したより一般的な場合について，MD推定量の漸近的性質を分析して

いる。本節も，このMalinvaudの方法に従って，われわれゐ基本モデルの漸

近的性質について検討する。

　2．4．1M取材定量の一致性

　KM次限のπの空間において，定理2．1の制約rank・（〃）＝1を満足する

部分集合を偽とする。また，πの推定量π（ST）を’

　　　Min　F（17，　ST）寓F（π（ST），　ST）　　　　　　　　　　（2．17）
　　　π∈π9

（7）　ただし，冨＝1，2，……，Kゴとする。　K，は第ノ方程式に含まれる独立変数の個

数とする。

（8）　Zellner［二49コ　（351，　353）　より

定量となる。

，　いわゆる、best　asym診tot三。　norma1（BAN）推i
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と定義し，これに対応するθの推定量を3（17（8T））一とし，以下δ（S7）と略記：

する。また，真のπおよびθをそれぞれ∬。，θoとし，π。＝！（θ。）および

π。∈1為を満たすものとする。そこで，以下の一致性の証明の手順は，まず，

Tを無限大にしたとき，17（S7）がπ。に確率収束し，しかるのち，θ（S7）がθσ

に確率収束することを示す。そのために，次の諸仮定を設定する。

　仮定　3．（1）独立変数κ（’）の系列（’＝1，2，……）は有界である。

　　　　　　（2）独立変数κ（のから構成される積率行列！鴎．は，正値定符号

　　　　　　　行列〃に確率収束する。すなわち

　　　　　　　　　plim．砿．漏M
　　　　　　　　　T→。。

　　　　　　　とする。ただし，．M。．は次の通りである。

　　　　　　　　　　　　　　ア
　　　　　　　　　M露寓（1／T）Σκ（彦）〆（’）＝（1／7りX’X

　　　　　　　　　　　　　　’呂1

　仮定　4．行列S7は正値定符号行列Sに確率収束する。すなわち

　　　　　　　　　plim　5T＝S
　　　　　　　　　T→。。

　　　　　とする。

　仮定　5．関数17（θ）の逆関数π一1は真の値π。の近傍σ（17。）において一

　　　　　対一に対応し，かつ連続とする。ただしひ（エ7。）⊂1んである。

この仮定5は，係数θがπ。の近傍で，適度識別であることを要求する。とこ

ろで，前述の定理2．1より，一つの正規化則のもとで，制約rank（π）＝1が

成立すれば，われわれの基本モデルのθは羅の全域にわたってπと一対一に

対応している。したがって，この仮定5はわれわれの基本モデルにおいて常に

成立する。以上の諸仮定のもとで，次の定理が成立する。

　定理2．2（一致性）

　　「仮定1，2，3，4が成立するとき，（2．17）式を満足する君（S7）

　　　はπ。の一致推定量である。さらに，これらの仮定に加えて仮定

　　　5が成立すれば，MD推定量θ（Sのはθ。の一致推定量である。」
　　　　　　　　　　　　＿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）
証明。まず，定理の前段のπ（S7）の一致性について証明する。（2．3）および
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（2．15）の両式より次の不等式を導くことができる。

　　　F（170，ST）＝Σ｛ツω一π。κ（の｝’Sr｛雪ω一π。’κ（の｝

　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　≧F（πo，Sr）＋QT（刀）一2Σ｛（π一π。）’κ（の｝’S卿（の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　≧F（πo，Sの十Qr（」π）（1－2ひT（π））

ただし

　　　QT（π）＝Σ｛（17－17。）’κ（’）｝’ST｛（17－17。）’κω｝

　　　　、　　　　　’

　　　　　　＝T〃〔M。。（17－17。）ST（π一π。）’〕

　　　ひ7（π）＝Σ｛1／Q7（17）｝｛（π一17。）’κ（の｝’S卿（の

　　　　　　　　’

とする。ただし，QT（π）臨0のときは砺（π）＝0と定義しておく。上記の不

等式の両辺を比較することによって，最後の不等式の右辺第二項は

　　　Qr（π）（2σr（π）一1）≧0

でなければならない。すなわち

　　　QT（π）臨0かまたはσ7（17）≧1／2

が成立する必要がある。いま，π。を含まない任意の閉集合をωとする（ただ

しω⊂瓦である）。このとき，π（≡ωであるということは，

　　　inf　Qr（17）』0かまたはsupひ7（π）≧1／2
　　　π∈ω　　　　　　　　　　　　　　　π琶ω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）
を意味している。したがって，次の不等式が成立する。

　　　probσテ∈iω｝≦prob｛inf　Qr（π）＝・0｝＋prob｛supσT（π）；≧1／3｝

　　　　　　　　　　　　　π∈ω　　　　　　　　　　　　　　　　π∈ω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1上式の右辺第1，2項については，本章の補節における補助定理Aの命題より隔

（9）　以下の証明は，Malinvaud［35コ（35G～52）を参考にしている。

（10）確率に関する周知の命題を用いる。事象X，yの和集合（union）をZ，その共
　通集合（intersection）をWとし，それぞれの確率をprob｛X｝，　prob｛y｝’，　prob｛Z｝卸

　prob｛W｝とするとき，次式が成立する。

　　　prQb｛Z｝皿prob｛X’｝十prob｛y｝一prob｛W｝

　　　　　　　≦；prob｛X｝十prob｛】r｝
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　　　（1）　lim　prob｛inf　Qr（π）＝0｝鴬O
　　　　　T→。。　　　　π∈ω

　　　（2）　lim　prob｛supσT（17）≧1／2｝漏0　　　　　　　　　’、

　　　　　T→。。　　　　π芒θ

を得る。これを適用すると，（2ユ8）式の左辺は

　　　lim　prob｛πeω｝＝O
　　　T→。。

となる。これは17（Sのが17。に確率収束することを意味する。ゆえに，π（S7）

は一致推定量である。

　次に，定理2．2の後段にあたる推定量θ（Sのの一致性は，上述の17（Sのの

一致性より容易に決定する。実際，われわれの基本モデルにおいては，前述の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）
ように，仮定5は満たされている。ゆえに，確率収束に関する命題を適用する

ことによって，MD推定量θ（S7）は一致推定量である（証明終）。

　2．4．2MD維定量の漸近分布

　本節では，MD推定量θ（Sτ）の漸近分布について検討する。前節と同じよう

に，KM二丁空間において制約‘rank（の＝1を満足するπの部分集合を，

∬望とする。そこで，あらたに次の仮定を設定する。

　仮定　6．　真の値θ。の近傍におや・て

　　　　　（1）1ん（θ、，θ2，……，θL）の三階までの導関数は有界である。

　　　　　②　真の値θ。＝（θ1。，θ2。，……，θ。L）は17（θ）の特異点ではない。

　　　　　　すなわち関心胤。の階数は・である．ただし・はその要

　　　　　　素がπηからな：るκ×M次ベクトルとする（後の脚注13参照）。

、．ところで，われわれの基本モデルにおいては，働＝θ盛θK＋，であるから

　　　画一畝・鵬　（屈＋ノ）

　　　∂2π乞ゴ
　　　　　　＝δ盈乞δ‘海＋δ勘んδ猛　　（ん＝・K＋ブ）
　　　∂θ々∂θ‘

　　　　∂3π乞ゴ

　　　　　　　＝0
　　　∂θ為∂θ‘∂θ皿

（11）本章の補節における脚注（25）を参照。
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ただし，上式の恥はδザ・1σ＝ブ），＝0σ≠ブ）とする。したがって・基本

モデルにおいて仮定6の（1）は成立する。さらに，定理2．1より，一つの正規化

則のも・礁合雄おいて・は∬・り一意託す・・この・とは［訊、

の階数がしであることを意味している。したがって，仮定6の（2）も成立する。

以上より，われわれの基本モデルにおいては，上記の仮定6が満たされているひ

そこで次の定理が成立する。

　定理2．3（漸近的正規性）

　　「仮定1，2，3，4，5および6が成立するとき，～伊（θ（S7）一θ。）

　　　はTが無限大のとき，正規分布に従って分布する。　　　　　」
　くユ　　

証明。まず次の記号を定i義しておく。

　　　D（の・一［幕／，・D（あノ）・一［1器，］，

　　　P（・調・一〔議，ヨ，（・・ゴ・H………・・）

ところで，ここでのMD推定法は（2．15）式で示されるF（μ，　S7）を最小に・

する溝造係数θを求めることである。ゆえに，その必要条件は次式によって示

される。

　　　　　　　1　∂　　∬・（θ）一7万F（πs・）＝o（々＝1・島…’・L）

　　　　　一穂・’（のs・〔D伽ω〕一・

ここで，真の値θ。の近傍において上の島（θ）を展開すると

　　H滝（θ）＝H陀（θo）十11’毒（θo）（θ一θo）

　　　　　　　　　・音（θ一θO）ノ耳髪（θ＊）（・一・ら

（2．19）

（2．20）

を得る。ただし，θ。＜θ＊＜θとする。ここで，上式の研（θ。）はそのノ番目の

要素が，次の砥ゴ（θ。）によって示されるベクトルである。

（12）　本節の証i明は，Malinvaud［35コ（333～35）を参照している。
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　　∬毒・（の一』語（の〕，．

　　　　　一÷學ゆ伽ω〕窃〔P）々〕・嘘（の〕

　　　　　　　　　＋が（のs7〔D（々，ブ）θ・κ（の〕｝ （2．21）

また，磁（θ＊）はその（ノ，ρ）要素が次の磁，p（θ＊）によって表わされる行列

’である。

　　　E舞加㈹一［、謡諭仏（の］帥

　　　　　　　一÷翠｛一〔D（あ伽（’）〕窃〔D（・）醐〕

　　　　　　　　　　一〔D（ノ）θ＊κ（の〕’s7〔D（々，ρ）θ＊躍ω〕

　　　　　　　　　　一〔D（ρ）θ＊κ（’）〕’s7〔D（々，ブ）θ＊κ（の〕

　　　　　　　　　　十”’（，）Sr〔1）（ん，　ゴ，　」ρ）θ＊κ（’）〕｝　　　　　　　（2．22）

前述のように，われわれの基本モデルにおいては，三階の導関数はすべて0で

．ある。したがって，上式の右辺の最後の項は0となる。そこで，展開式（2．20）

の右辺の各項り係数に関して，補節の補助定理Bの命題より次の結果を得る。

つまり，Tが無限大のとき，

　（a）　》7i仏（θ。）の漸近分布は1V（0，．M（SgS）々セ）層である。ただしルf、

　　　（SgS）競は，以下に述べる行列〃（SρS）の第々，々要素とする。

　（b）　腸，（θ。）は〔一M（S）〕海，に確率収束する。

　（c）　鷹勿（θ＊）は有限値K吻に確率収束する。

．ただし，上記における行列ル1（・）は次のごとく定義される。すなわち，いま任

意のル1×ルf行列をPとすると

　　　M（P）一〔器〕　．〔瞬〕胤．　　　②23）

之なる。ただし

　　　器一〔舞舞……・剖（KM・D
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　　　　　　（13）
と定i義しておく。

．ここで，行列M（・）に関する二，三の注意を加える。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア
　（1）行列ル毎（Sのの三々，1要素を（1／T）Σ〔D（々）θ・κ（の〕’S7〔D（1）θ・κ（の〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’＝1

．とすると，

　　　脇（ST）三翻1．こ砿⑳〕［器〕，．

となる。ところで，仮定3，仮定4より上式のル1。。，S7はそれぞれM，　Sに

．確率収束する。さらに，仮定6の（1）より（∂π／∂θ）θ・は有界である。したがって

　　　囎砺（s7）一傷］；．〔・⑭冴〕胤．

　　　　　　　　　　＝M（s）

二が成立する。

　（2）行列M7（S79Sのに関しても，上と同じように次式が成掌する。

　　　・plimハ47（S7ρST）＝・㌍「（Sρ5）

　　　　T→。。
　（3）行列ル毎（Sの，M（S），ル17（STgSのおよびM（SρS）は共に正値定符号
　　　　（14）
．行列である。

〈13）衆一［絵緋・……・窄］’（・一1・・……・・）であ…た…

て・箒薩本・デルにおいて次ゐ・う・・な・，なお・罵融・一・とす・・

　　　　　　　θ4　0　0　θ1

　　　　　　　0　θ4　0　θ2

　　　　．∂π　0　0　θ4θ3

　　　　∂θ　　1　0　0　0

　　　　　　　0　1　0　0

　　　　　　　0　0　1　0
＜14）行列M（S）ボ正値定符号であることを示す。他の行列もこれと同じである。

　　　　M（s）一圏；P⑭血〕圏，．（…）

　上式における〔∂π／∂θ〕θ。は仮定6の（2）より階数しである。また仮定3および4より

　行列膚，Sは共に正値定符号行列であるから，ルf⑭S＝ぴCとなる非特異脅列Cが
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以上の準備のもとで，定理2．3の証明を続ける。まず，（2．19）式を満足す

るθをθとすれば，（2．20）式より

　　仏（の磯（の（夢一の・音（3一ゲ）聯（のσ一の一・

が成立する。これを

　　　Hゐ（θo）十稀幽々T（θ一θo）＝0

と表わす。ただし

　　　隔一二（の・壱（δ一の鰯㈹

である。ところで，Tが無限大のとき，前述の命題（・b）より珊（θ。）は行列

一M（S）の第々行に，また珊（θ＊）は有限値κ吻を第ノ，ρ要素とする行列

にそれぞれ確率収束する。また前定理2．2より推定量θは一致推定量であるか

ら，θ。に確率収束する。したがって，上の骸rは，Tが無限大のとき，行列

一ルf（S）の第五行に確率収束する。

　そこで，以上の結果をθ々＠＝1，2，……，L）のすべてについて実行する

と次式を得る。

　　　1f（θo）十V77（θ一θo）＝0

ただし，H（θo）はその第ん要素を島（θ。）とするベクトル，またW7はその

第ゐ行をワ7艀とする行列である。したがって，Tが無限大のとき，　Wrは

漉f（S）に確率収束する。いま上式の両辺に》7可を乗じて

　　　一ワ77＞17「（3一θo）＝㍉／7「H（θo）

を得る。この結果，左辺一W7・π（．θ一θ。）の漸近分布は右辺》7翌（θ。）のそ

れに等しい。ところで，Tが無限大のとき，前述の命題（a）より》7丑（θ。）は

1V（0，　M（SρS））に従って分布する。ゆえに，上の（3）よりM（S）が正値定符

　存在して，上式は
　　　Mと・）一［　∂πc　　∂θ］二騰］，．

　と変形される。つまり，M（S）は階数ムの同一行列の積であるため，明らかに正値

　定符号行列である。
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号行列であることを考慮して，～伊⑦一β。）の漸近分布は

　　　N（0，　1』「（S）一1、M（SgS＞M（S）一1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．24）’

である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　（証明終＞

　2．4．3MD推定量の漸近的有効性

　本節では，（2．15）式を最小にするMD推定量のなかで，漸近的有効な（asy・

mptotic　e缶cient）推定量について説明する。ここで，．漸近的に有効であると

は・／ゲ（ρ（ST）一θ。）の極限分布のなかで，その分散共分散行列が最小であるこ

　　　（15）
とを指す。そこで次の定理が成立する。

　定理2．4（漸近的有効性）

　　「仮定1，2，3，4、，5および6のもとで，行列Srがρ『1に確

　　　率収束するMD推定量θ（S∂は，そのMD推定量のクラスのな

　　　かで，漸近的に有効な推定量である。その漸近的分散共分散行列

　　　は〔ルf（ρつ〕一1である。　　　　　　　　　　　　　　・　」

証明。ところで，MD推定量の漸近分布の分散共分散行列をγとすると，（2．

24）式より　　　．　　　　　　　・

　　　フ（S）＝1レf（S）一1M（SgS）1レf（S）一1　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　（2．25）

となる。他方，正規分布をその極限分布とする一致推定量の漸近的分散共分散

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）
行列の下限は，・いわゆるCra魚6r・Raoの不等式の下限に欝勒している。rとこ

ろで前述の定理2．2および同2，3より，ここでのMD推定量ほ一致推定量で

あり，さらにその極限分布は正規分布である。ゆえに，証明としでは，上の

（2．25）式においてS＝ρ一1とした

　　　γ（g＿1）＝〔1レf（g－1）〕一1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．26）

がCram6r・Raoの不等式の下限に対応することを示せばよい。

（15）ここで最小というのは，その分散共分散行列と他の分散共分散行列との差が葬負

値で，したがってその分散共分散行列から作られる一般化分散（generalized　variance）

　が最：小であることをいう（Dhrymes〔5コ126～28）。

（16）ただし，Dhrymes［5コ（128－29）にしたがって，正規分布への収束が一様であ．

　るような，コンパクトなパラメーター空間のみに限定しておく。
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　そこで，モデルの尤度関数を導出する。『まず最初の仮定にかえって，確率項

％（の（♂・『1，2，……，T）が互いに独立に正規分布N（0，Σりに従って分布す

るものとする。このとき，誘導型（2．3）のσ（の（’＝1，2，……，T）は互い

に独立に正規分布N（③，②に従って分布する。この結果，7「個の標本につい

ての尤度関数は

　　　L一㈱」箔・i弓・・p｛一秀爵・’ω伽）｝　⑫・り

となる。この両辺の対数をとり，（2．3）式を代入して

　　　1・9・一」多1・9・一号1・gi・1一去ゑ｛〔・（’）一π・ω〕炉

　　　　　　　　　　　　　　　　　×〔〃（の一17’κ（の〕｝’　軋

　　　　　　　　丁
　　　　　濡。一一L＊
　　　　　　　　2

を得る。ただし

　　　C一」察1・9…

　　　L＊＝loglgl十’7（9－1ワ7）

　　　確一÷急｛〔〃（の一π・ω〕〔穿（’）一π・（’）〕り　　、

とする。ゆえに，尤度関数Lをθ，ρに関して最大にすることは，上式の五＊

をそれらに関して最小にすることにほかならない。ところで，この五＊の全微
　　　　　　　q7）
分を4L＊とすると

　　　4五＊＝〃〔9－14ρ（∫一9司iの〕＋〃（9－14W）　　　　　　（2．28）

を得る。これを再度微分して，

　　　42Z’＊瓢’7〔（ρ一149）2（29－1W－1）〕十’7〔（9－142ρ）（1－9－1曜）〕

　　　　　　一2〃（9－14ρ9｝1脚の＋’7（9－1421の

となる。上式におけるW，4W，42Wはそれぞれ次のごとく表わされる。

　　　　　1：「
　　　w＝7評（’）〆（’）

（17）以下の方法はMalinvaud〔35コ（340～41）にもとづいている。
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　　　4w一÷ゑ｛・（肋’φゆ（’）で’ω｝

　　　　　一÷ゑ婁、｛・ω〔D伽ω〕’・〔P伽（’）〕ガ（の協

　　　躍一÷急｛24・（の4がωや（’脚ω＋胸ω〆（の｝

　　　　　一÷ゑ誰、｛・〔D（ブ）拶ω〕〔D（・）巖（の〕’・・ω〔D㈲・・ω〕’

　　　　　　十〔1）（ノ，ん）θκ（’）〕び’（’）｝dlθゴ4θゐ

．ところで，前述の仮定1，2．より，W，4W，42Wの期待値はそれぞれ

　　　E（紛＝9

　　　E（4τの＝O

　　　E（・・π弓禽、象1｛〔D（ブ）晒（’）〕〔D（・即）〕伽仇

之なる。この結巣E（4・珊は

　　　E（42ゐ＊）＝’7（9－149）2材7〔9－1E（421の〕

　　　　　　　＝＝彦7（9一圭dlρ）2十2ご」θ’！レf鋸（9叩1）4θ

乏な・・．ここで鋼・9D一一E（42L＊）．を利肌て・

　　　E［∂2109L∂θ乞∂θゴ］一一丁鰯（銑、飼一・・a……・の

　　（18）
『を得る。ところで，Cra三n6r・Raoの不等式の下限のう・ち，θに関する部分を

．R（θ）とすると，そのR（θ）一1は

　　　R（・）㌔一E［∂潴剰

．と定義されるから，結局そρ下限の丁暗は．

　　　7「1～（θ）＝〔ノレf2・（ρ一1）〕一1．

（18）他の要素については次の通をである。

　」E，［≡；謡i；丘］一〇　　　（L＞く」M2），　　　　五，［£i鴇畿］＝齋」号一〔9一一1〕‘7鵜〔ρ一ユ〕η溜　　　（1レf2×1レ12）



　蹴第2章基本モデル

となる。他方，S＝9『1としたMD推定量の極限分布の分散（2．26）式はTを

無限大にしたときの上式右辺に等しい。ゆえに，行列Srがρ一1に確率収束す

る（すなわちS＝9一1となる）MD推定量は，漸近的：有効推定量である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終〉

似下，定理2，4にかかげる漸近的有効推定量の二，三の例をあげることにす

る。

　（1）S7＝1とした推定量θ（Dは，定理2．2より一致推定量である。そこで．

この推定量を用いて分散共分散行列9の推定量ルf。。を求めることができる。

　　　島一÷ゑ｛・（の加’）｝｛・◎）一蜘｝’　（勿29）

ただし，πニπ（θ）とする。上式のルf。。が，Tを無限大にしたときに，9に確

率収束することは，次式から容易に確かめることができる。すなわち

　　　三一÷急・（のガ（の十ワγr（πo－17）

ただし

　　　肪一矩・（’）・’（の＋÷（応訴）鵡

とする。ここでTが無限大になるとき，上式W7の第一項は中心極限定理よ
（19）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿
り0（ルf×11のに確率収束する。同一二項については，ルぬ．が仮定3よりMに

また一致推定量π（θ）が17。にそれぞれ確率収束することより，結局0に確率・

　　　　　　　　　　　　　～　　　　　　　　　　　　　丁
収束することになる。他方，M。．の第一項QIT）Σ”（’）が（のは9に確i率収．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’＝1

束することより，全体として，Tが無限大のとき，ルf，。はρに収束すること

になる。以上よりS7ニル傭として，あらたなMD推定量θ（ルf認）を求める

と，これは定理2．4より，漸近的有効推定量である。

　（2）行列STに残差の分散共分散行列（2．9）式

　　　γ一÷（y－XP）’（y－XP）

（19）脚注（26）参照。
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　　　　一÷か（’）一1）ノκ（’）｝｛！ノ（’）一1）ノκ（｝）｝”P

．の逆数を用いることができる（つまりS望＝y一り。ζころで・最小二乗推定量

Pは仮定1，2よりπ。に確率収束し，また上述と同じ論法で，γはρに確率

収束する。以上より，S7＝y－iとしたMD推定量θ（γ一1）も定理2．4より，漸

近的有効推定量である。この推定量はZellner［51］，　Goldberger［13］にお

けるGLS推定量にほかならない。

　（3）以上の（1），（2）のいずれの推定：量に関しても，その反復推定法が可能であ

る。例えば，（1）において求められたθ（Mお）を利用して，再び9の推定量：

舩3を求め，この逆数をあらたに行列STとpて単D推定量θ（3）需θ｛（M‘碁））一1｝

を求めることができる。つまり第S番目の反復は　　　　㊥

　　　5（8》＝∂（S弁一1｝）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2，30）

　　　認一÷意｛2ノ（’）一∬z’（θls＞）κ（’）｝｛〃ω一π（蜘｝la，α）

　　　S弁）＝〔M遜葛）〕一i（S狸）＝1）　（s＝1，2，……）

となる。

　以上の三方法のほかにも，Tが無限大のとき，行列S7が分散共分散行列

21に取濡するMD推定量は，．すべて漸近的有効推定量である・

　最後に，M二2，　K＝2，五＝M＋K－1＝3とし＃基本モデルをとりあげ，

そのMD推定量の漸近的分散共分散行列（2．26）式を例示しておく。この場

合の基本モデルは次のごとく表わされる。

　　　2ノ、（’）＝・β・κ＊（’）＋Z61（’）

　　　2／2（≠）＝＝β2κ＊（’）＋％2（’）　　　（’＝1・　2ジ　・・…　㌧　7つ

　　　κ＊ω＝α1κ1ω＋α，κ、（’）

簡単化のため，上式における確率項π、，π2は無相関（の2＝σ21＝0）とする。

次に，モデルの誘導型における各パラメーターは

　　　・一〔臨〕　　π一〔1：濫：1：｝
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となる。いま，正規化則として，β2臨1をとると次式を得る。

〔銑臨：・

また，

　　　剛〕一〔撃。場］⑭・4）

となる。ただし，上式におけるω‘’は逆行列ρ司の第ゴ，ゴ要素とする。以上

より，求める分散行列（2．26）は，（2．23）式を考慮して次のようになる。、

　　y（9－1）＝〔M（52噂1）〕一1

　　　　　　一［（ll）’〔ω・扱〕（器）〕一1

　　　　　　瀞：：簿：：雛：：r

ただし，上式の〃玩は行列Mの第ゴ，ゴ要素で〃殉二〃勉である。また，

　　∫（ω）＝β1ω11＋ω22

　　ξゴ濡α1〃3、、＋α2〃Z12

　　ξ2＝α三里、2＋α2翅22

　　ξ3＝・α塞〃z11＋2α、α2〃諺、2＋α舞〃222

である。いまγ（9－1）の第ゴ，ブ要素をyりと表わすと，次の結果が得られるひ

　　　　　1　　γ・・＝7ω11（！（・）窺・・ξ・一ω11ξ1β釜）

　　　　　1
　　γ22鷲7ω11（！（・）御・・ξ・一ω！1ξ1β…）

　　　　　1　　y・・＝7∫2（ω）（勉・・翅22一魏・婁）



　　　隔一吉げ1（∫（・）鱗一鵡β釜）

　　　隔・吉メ（・）♂1（融ゾ＆細β・

　　　隔一一吉∫（・）げ1（融・融1のβ1

ただし，上式における∠は
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　　」＝ノ2（ω）ω11（〃21三〃222一勿1暑）ξ3＋∫（ω）ω11ω11（2ξ1ξ2〃212一ξ窒〃222一ξ婆〃2、ま）βそ

である。なお，上のγU，γ22，y3、はそれぞれ～／7…（α1一α1），～／76，＿α2），

》ア（βrβ1）の漸近的分散にあたる。ただし，α1，α2，β1はそれぞれMD推

定量とする。

　　　　　　　　　　2．5基本モデルの最尤推定r

　本節においては，基本モデルのパラメーターの最尤推定量（ML推定量）に

ついて検討し，MD推定量との比較を行なう。しかし前述のごとく，そのウエ

ート行列S7を（2．9）式のγの逆数（ST＝γつで置きかえたMD推定量が

ML推定量に等しくなることは，すでにGoldberger［13］，　Robinson［40］

において指摘されてし｝る。そこで・ここでは一般のMD推定量とML推定量

との関係を検討する。

　まず，前節と同じように，確率項択のα瓢1，2，……，T）が正規分布2＞‘

（0，9）に従って独立に分布するものとする。このとき丁個の標本に関する尤

度関数は

　　　・一（・謬1・「号・x・｛一応が（の脚）｝　（・・27）

となる。前回と同じように，パラメーターθ，9に関して上式を最大にするこ

とは，結局

　　　Z’＊∠loglρ1十〃（ρ一11〃）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．31）

を最小にすることにほかならない。そこで，両推定量の比較を次の二つの場合

に分けて検討する。
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　（1）分散共分散行列9が既知の場合。上のL＊をθζ関して最小にすること

は，結局’7（ρつを最小にすることである。したがって，θのML推定量は

　　　箒一’・（　　　∂ワ79－1　　　∂θ乞）一・σ一秘……L）

を満足する。ところで，最小にすべき’7（9－1事のは（2．8’）式においてST＝9一・

とした（1／T）F（9つに一致する。したがって，分散共分散行列Ωが既知で

あれば，ML推定墨はMD推定量の一つとなる。

　（2）9が未知の場合。ここでは（2．31）式を9およびθの両パラメーターに

関して最小にする。まず

　　　幕一’・［9一・（・一の・→藷〕・’・［9一・1髪］　　㈱

を得る。ただし上式におけるδ¢はρ，θの一つの要素とする。これより，（2．

31）式のLを最小にする9，θは

　　　∂L＊
　　　痂一＝α1（9｝1のρサ1耳。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．33）
　　　篭一〃（　　　∂1〃ρ一1，　　　∂θ‘）一〇（ゴー璃……ム）

の両式を満足しなければならない。この第一式より9＝Wを得る。他方，第

二式は，9－1を所与とすれば，上述の（1）の場合に等しい。しかし，ここでの9

はθと互いに相互的関係（reciprocity）にある。すなわち（2．33）を満たす

その解を認＊，θ＊とすると

　　　ρ＊＝＝ワ7（θ＊）

　　　　　1丁　　　　軍’ア嵩ω（’）一π’（θ＊）・（’）｝｛忽（’）一π’（θ＊）・（’）｝’

　　　θ＊霜θ〔（ρ＊）一1〕

という関係が存在する。その解法の一つは反復法（iterative　procedures）で

ある。しかし，得られる解は前節の反復法によるMD推定量の解と同一であ

ることがわかる。事隻，適当な初期値より出発して，’第s反復過程におけるρ

およびθの推定量をそれぞれルf6葛）およびθ【8｝とすれば，（2．3（D，（2．30’）式
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く　の
にもとつく静止解が，それぞれρおよびθの最尤推定量である。なお，第5反

復過程におけるδ（・）すなわち菱ωおよびβ（8）の計算はS＝〔ル彿一1｝〕一1とした

（2．13）式あるいわ（2．14）式を適用することができる。したがって，（243）

式を用いた場合の第s反復過程の完全な体系は次の通りである。

　　　浸ω＝（λ（8））一・P〔M品一1｝〕一1β（3》

　　　（ノ1（s－1）一λ（8）1）β（・｝＝0，（・4〔s－1）軍Q〔M鵠一1）〕一1）

　　　烹ω＝（β（8））’〔1レ2「誌一1｝〕一1（β（s｝）

　　　π（8）＝α（3｝（β‘s））’

　　　舩葛・一か（・）一π…（’）M）一π㎏1玩（’）｝’

ただし，iくS｝は行列λく3－1》の最大固有根とする。

　（3）次に，Tが無限大の時のML推定量とMD推定量との関係について検

討する。まず，θのML推定量をθとするとT（θ一θ）は漸近的にN（0・
　　　　　　　　　　　　　く　エ　
（M（9，1）〕つに従って分布する。ただし，〔M（ρつ〕｝1はCram6r・Raoの不

等式の下限に対応するものである。他方，前述の定理2．3および定理2．4より，

行列S，が9司に確率収束するMD推定量は，　ML推定量と同じように漸近的

にN（0，〔M（9－1）〕一1）に従って分布する。

　以上の考察より，ML推定量とMD推定量との関係について次のごとく結

論することができる。

　（1）分散共分散行列9が既知の場合，両推定量は等しい。

　（2）同行列が未知の場合，両推定量は一致しない。しかし，MD推定法の反

　　復によって得られる推定量はML推定量に等しい。

　（3）MD推定法において，行列S7が分散共分散行列9｝1に確率収束すると

　　き両推定量は漸近的に同一分布に従って分布する。

（20）ただし，（2．33）式を満たす解（θ＊，θ＊）が一組のみ存在するものとする。

（21）　Dhrymes［5コ（130）
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　　　　　　　　　　　　2．6補　　　　　節

　2．6．1　補助定理A

　第2．4．1節の不等式（2．18）に関して，次の二つの命題が成立する。

　（1）　1iln　prob｛inf　Q7（11）＝0｝饗＝O

　　　T→。。　　　　π∈ω

　（2）　linl　prob｛supσ7（π）；≧1／2｝認O

　　　T→。。　　　　π∈ω

命題（1）の証明。18ページにおけるQ7（17）の定義と同じように，　S7（π）は次の

ごとく表わされる。

　　　　　　　ア
　　　Q7（π）＝Σ｛（17一π。）㌃（の｝’s7｛（π一π。）’κ（の｝

　　　　　　　’＝1

　　　÷㈱一（・一’）’〔防⑭嶋〕鮮）

ただし，上式における〔S7⑧砿。〕は二つあ行列．M。．，　S7に関するKrone－

cker　productを，またπ，π。はそれぞれ行列π，17。の要素から構成される
　　　　　　　　　　　　　　　　　（22）
K×1匠次限ベクトルを表わすものとする。ここで，二つの二次形式比の最小

値より次の関係を得る。

　　　（｝7（刀「）≧42（諺）λ7　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．34）

ただし，42（π）はベクトル（π一π。）の長さの二乗を表わす。すなわち，

　　　42（π）＝（π一πo）’（π一π。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）
である。またλ7は行列〔S7⑭砥。〕の最小固有根とする。仮定2およびMD

推定法の定義より，行列砿．およびS7はそれぞれ正値定符号行列であるから．

この最小値は正である。他方，π。を含まない任意の閉集合ωにおいては42（π）

は正かつ有界である。したがって，この閉集合において（2．34）式の左辺の下限

（22）例えばπについては次のごとく表わされる。

　　　π＝（π1bπ2b……，πκ、，π、2，π22，……，πκ財）’

（23）ここでの二次形式の比は÷Q・（π）／・・（・）であ・．その最小値を・・とすると次

　の関係を得る。

　　　Q望（π）≧T42（π）λ7≧42（π）2T
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inf　Q7（π）が0に等しくなる確率は，最小固有根が0になること，すなわち行
πGω

列S7が特異行列になる確率にたかだか等しい。しかしなが，後者の確率はT

が無限大のときに0に収束する。何故なら，仮定4よりS7・は正下定符号行列；

Sに確率収束するからである。この結果

　　　lim　prob｛inf　Qr（17）＝0｝＝O
　　　T→。。　　　　π∈ω

となり，命題（1）は成立する。

　命題（2）の証明。1aページにおけるσ．（カ）の定義と同じように，砺（π）は次

のごとく表わさ；れる。

　　　砺（17）一ゑ（ル1π）｛（π一が）’・（’）｝Mの

これより

　　　脚）1－1α1π）毒1｛κ’（’）（11－1zo）ST”（’）｝i

　　　　　　一レ〔（謡；≧噌〃ωギ（の〕1

　　　　　　≦，、斎、，［Tl器語1圃÷ゑ砺伽ω1］

　　　　　　　　　　　　　（ド1，2，……，K），（ブ，々瓢1，2，、……，　M＞

を得る。ただしπη，勧。はそれぞれ行列17，17。の第6，ブ要素，またS塑は．

行列S7の第ゴ，ゐ要素とする。このとき

　　　1πザπ、，。1≦4（π）

　　　÷Q・（π）≧燕）λ・

であるから，上の不等式は次のごとく表わされる。

　　　防（π）1≦、，碧、，［、（為細1・搬ll÷急・綱’）｝］『（・・35）

ここで，上式の右辺の最後の項（1／T）Σ”海（のκ名（の　は仮定1および3より0

　　　　　　（24）
に確率収束する。また，s鯉は仮定4より行列Sのブ，ゐ要素に確率収束す：る。

（24）大数の法則あるいは中心極限定理を利用する（Malinvaud［36コ250・372あるい

　はNakamura［37コ195）。なお脚注（26）参照。
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次に行列岱r⑭M。。〕が正値定符号行列〔5⑭鯉〕に確率収束することから，

その最小固有根あも行列〔S⑭細〕の正の最小根に確率収束する伯今方，∬。

を含まない任意の閉集合ωにおいてベクトル（π一π。）の長さ4（π）は正で有

．界である。以上の考察より，上式（2．35）の右辺をR7とすれば，任意の正数

£に対して

　　　Iim　prob｛sup　R？〈ε｝篇1
　　　T→。。　　　　π∈…ω

　　　　（25）
カミ成立する。このことは（2．35）式の左辺についても，少なくとも

　　　11m　Prob｛supにノT（π）1＜ε｝＝1
　　　T一ゆ。。　　　　π∈…ω

の成立を意味している。これは

　　　Iim　prob｛suplσ7（π）i≧ε｝ニO
　　　T一ゆ。。　　　　π∈ω

と表わすこともできる。したがってε＝1／2とすれば，命題（2）は成立する。

　2．6．2　補助定理B

　第2．4．2節の（2．20）式に関連して，次の三つの命題が成立する。

　（a）　》7∬々（θ。）の漸近分布は1V（0，　MP（SρS）ゆである。ただし，　M

　　　（SgS）舳は行列M（SgS）の第ん，ん要素とする。

　（b）　環，（θ。）は〔一M（S）〕勘ゴに確率収束する。

　て。）　H羅」，（θ＊）は有限値瓦，，’に確率収束する。

なお，上記における行列M（・）については（2．23）式を参照されたい。

　命題（a）の証明。まず（2．19）式より

　　　仏（の一÷ゑ砺・（の

を得る。ただし上式における4齪は次式で与えられる。

　　　臨7漏s7〔1）（々）θ・κ（’）〕

（25）　ここでは，確率収束に関する次の命題を適用している。すなわち，確率変数X望，

　yTがそれぞれX。，　y’。に確率収束するとき，実関数ノ（X，　y）が（X。，　r。）にお

　いて連続ならば，任意の正数εに対して次式が成立する（Malinvaud　E36コ369）。

　　　1im　prob｛i∫（XT，　ア7）一ノ（X。，　yO）1＜ε｝需1

　　　7→α9
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次に》7舐（θ。）の分散をσ琵7とすると，仮定1を適用して

　　　σ琵7＝＝E〔～／7「1ノ々（θ○）〕〔〉㌘『H々（θ○）〕’

　　　　一÷か必・

　　　　一［調1卸野仏〕圏，．

　　　　＝M7（57gsを）競

41

を得る。ここでvケ仏（θ）の極限分布の正規性を証明するために，中心極限定

理を利用す鵯まず，27ページの注意（・）縦。て，》鉱（θ・）の分綴。をま

．M（SρS）耽に確率収束する。さらに．関数φ（T）．を

　　　　　　　　　　1
　　　φ（T）瓢
　　　　　　　毒惣蔦・’ω

と定謝る磐齪3の（・）より系列。（’）（一読一う内界であるカ・ら

関数φ（T）はTが鰍大のとき発散する．甑・の麟と毒ム…積

φ⑦防臨・極齪・鐵・よりT・・鰍大のとき有界である・以上

の考察より，中心極限定理を適用してケ》霜為（θ！。）はTが無限大のとき正規

分布亙（0，ハf（SρS）厩）に従って分布する。

　命題（ωの証明。まず（2．21）式で示される班ゴ（θ。）の第一項は

（26）確率変数ベクトルε（の（彦＝1，2，……．T）が，平均0および有限の分散共分．

　散行列を持って独立に分布するものとする。いまベクトルσ‘Tを非確率変数とすると

　　　　　ア　きπ（の＝Σσ、〆ε（のの極限分布を考える。Tが無限大のときのπ（のの分散をσZ

　　　　　炉1
　とすると

　　（1）分散σ2が正の有限値である

　　魑）適当な関数φ（T）がTと共に発散し，かつφ（T）απが有界である

　ならぽ，灰のの極限分布は正規分布N（0，σ2）である。またσ2が0のとき頭のに，

　0に確率収束する。（Malinvaud［36］250，251）

（27）　Malinvaud［36コ226。

＼
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　　　　一÷ゑ｛〔P伽ω〕窃〔ρ㈲・w（’）〕｝

　　　一一［8麦］、．〔・・⑭砥〕〔鍬．1

　　　＝一M7（s7）妙

．と衷わされる。ところで11右（Sのは22ページの注意（1）より，Tが無限大のと

きM（S）に確率収束する。したがって，上式のルfr（Sr）ぬ5はM（の盈，に確i率収

束する。
　　　　　そ
　次に瑞，（θ。）の第二項は

　　　　　　　　　　　　ヒ
　　　÷急〆（’）51T〔1）（ん，　ゴ）θ。劣（’）〕一÷禽晦・（の

となる。ただし，上式における∠制7は

　　　∠、、，7＝s7〔D（ゐ，ゴ）θ・κ（’）〕

である。ところで，上記の第二項の分散をσ駈とすると，仮定1を適用して

　　　晦一÷［、島，｝，留出⑭鵡〕［、島，］，．

を得る・上式右辺の』島，い・仮定・より有界であり・また行列（鴻

⑭ル毎）は仮定3および仮定4より行列（SρS⑭ルのに確率収束する。この結

果分散備7はTが無限大のとき0に収束することになる。ゆえに，現ノ（θ。）

の第二項は，脚注（26）の中心極限定理の後段を適用することによって，0に確

率収束する。この結果，上記の第一項に関する帰結と合せて

　　　plim班，（θ。）＝一ノ14（s）ゐ，十6　　．

　　　T→。。

　　　　　　　　　＝一M（s）々ゴ

となり，命題（b）は証明された。

　命題（c）の証明。まず（2．22）式で示される環，p（θ＊）の第四項は，われわれ

の基本モデルにおける瀦の鞭数が。のため，存在しな曾ll残りの額も。

（28）　しかし，この第四項が存在しても，仮定1，3，4，6のもとで0に収束する。

　その証明は上述の・硯，（θ。）の第二項のそれに準ずる。



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．6補節　　　　43

．れまでの証明と同じ手法によって，Tが無限大のとき，一定値に確率収束する

ことが確かめられる。ここではその第一項のみについ七証明する。第二，三項

についても同じように証明することができる。そこで躍加（θ＊）の第一項を

1ζ（飼艀とすると

　　　K幽一÷急｛一〔D（あ伽ω〕岡D伽（の〕｝

　　　　　　一一［藏い肌〕［調外

となる．と・ろ℃定理2．3にかかげた仮定のもと一6（2．・9）式を齪する3

は一致推定量であり，Tが無限大のとき，その真の値θ。に収束する。したが

ってθ。＜θ＊〈∂より，Tを充分大きくとれば，θ＊は真の値θ。の近傍σ（θ。）

翻れる・・の前提のもと牡式の右辺の［、制評び〔器レ・

仮定6によって有界であり，また仮定3，4より〔防⑭砿。〕はTが無限大の

とき〔S⑭ルf〕に確率収束する。以上より

　　　贈K瞬一一［、翻1⑱M〕［調，，

　　　　　　　　＝一K（ゴρ）池

を得る。他の第二，三蜜についても上記と同じ手法によってそれぞれ一Kゴ伽），

一1ζρ（妙に確率収束する。したがって

　　　plim　11莞ゴP（θ＊）豊一K（ゴP｝彦一Kゴ〔帥）一Kρく々ゴ）

　　　1「→。。

　　　　　　　　　＝Kゐゴρ

となり，命題（c）は成立する。
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第3章　基本モデルの拡張

　前章において検討した基本モデル〔1〕は，通常の計量経済モデルに比較し

て極度に制約的である。すでに指摘したごとく

　（1）本来，経済モデルに含まれる各種の内生変数は，多数の外生変数の影響

を直接あるいは間接に受けている。しかし，われわれの基本モデルに含まれる

各内生変数飾（‘＝1，2，……，M）は，外生変数κ，（ノ瓢1，2，……，　K）の

影響を観測不可能な変数κ＊を通じて間接に受けるのみであって，それぞれ直

接にその影響を受ける外生変数を持っていない。したがって，基本モデルに含

まれる各方程式に外生変数を加え，モデルを拡張する必要がある。

　（2）基本モデルに含まれる観測不可能な変数の個数はわずか一つであるσそ

こで，，複数個の観測不可能な変数が存在するモデルにこれを拡張する必要があ

る。

　（3）通常の計量経済モデルを構成する各方程式は，その恒等式を除いて，そ

れぞれその確率項を含んでいる。しかし，われわれの基本モデルにおける補助

方程式は確率項を含まず，外生変数のみのexact　functionとして表わされて

いる。．観測不可能な変数κ＊がこのようなexact　functionによ’って決定され

るという積極的理由は存在しない。したがって，この決定式すなわちその補助

方程式を確率化する必要がある。

　（4）多くの経済変数は相互依存の関係にある。したがって，計量経済モデル

は本来連立方程式体系によって表わされるべきである。しかし，われわれの基

本モデルにおける内生変数には，このような相互依存の関係が仮定されていな

い。そこで，基本モデルを連立方程式モデルに拡張する必要がある。

　以上のごとき立場から，本章は前章における基本モデルを拡張する。とりあ

げる論点はモデルの構成とその識別および推定である。
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3．1．1　モデルの構成

3．1外生変数の導入
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　基本モデルにあらたな外生変数を導入する場合，既存の外生変数（すでに補

助方程式に含まれている外生変数）との関連において，各種のモデルが考えら

れる。例えば両変数がまったく相異する場合，一部または全部の変数が重複す

る場合あるいはいずれか一方の変数が他方の変数に含まれる場合等がある。そ

こで・以上のことを考慮して，前章における基本モデルを次のモデル〔2〕に

拡張することにする。

　　　　〃・（’）篇β・κ＊（の＋γ・」＋・κ」＋、（’）＋。・・。・・＋γIZκL（’）＋κ、（’）

　　　　ツ・②薫β・・済（彦）＋γ・」允…＋・（の＋一∵・・＋γ・嚥（の＋・亀ω

　〔H〕　i　　i　　　i　　　　i　　i　　　i
　　　　z〆乃f（’）需βπκ＊（’）＋7澄f」＋・κ」＋・（’）＋・・‘…　＋γ丑fL詫fL（≠）＋％翌（’）

　　　　κ＊（’）＝α・κ1ω＋α・κ・（’）＋……＋ακκκ（’）　（件1，2，……，T）

基本モデルに新しく導入された外生変数は紛＋三～物の総数（五一ノ）個である。

これらの変数のうち若干めものは，既存の外生変数萌～娠と重複している。

このことを考慮してノ≦K≦L，1≠しと仮定して置く。したがって，ノ＝Kの

場合，κ＊の決定に関係する外生変数と他のすべての式に含まれる外生変数と

は劉種のものである。またノ〈Kのとき，両者は互いに重複していることにな
（1）

る。次にこのモデル〔1〕を行列，ベクトル表示しておく。

　　　！ノ（’）＝βκ＊（’）＋∬▼2！κ2（’）＋IT3ノκ3（’）＋％（≠）

　　　κ＊ω＝α1’κ、（の＋α2’κ2（’）

ただし，上式における各記号は次のごとく定義される。

　　　ンω＝（シ、ω，ン、ω，……，伽ω）’　（ハ4×1）

　　　κ1（’）＝（κ1（の，κ2（の，……，κ」（’））ノ　　σ×1）

（1）ノ＜Kのとき・K＝五であれば避の決定に関係する変数は他のすべての方程式

　に存在する外生変数を含み，特にノ＝0のとき両変数は同一である。また同じくノ＜

　Kのとき，κ＜ゑかつ1謂0であれば，逆に前者の外生変数が後者のそれに含まれ

　ることになる。
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　　　κ2（の＝．（κ」＋1（の・κ」＋2（’），……，κκ（の）’　（（K一ノ）×1）

　　　κ3（’）＝（κ肝1（の，κκ＋2（の，……，κLω）ノ　（（ムー幻×1）

　　　％（彦）＝（％1ω，〃、（’）ヂ・・…，伽（の）’　（M×1）

　　　α、＝（α、，α，，……，α」）’　σ×1）

　　　α，雛（α」＋bα♂＋，，……，ακ）’　（（K一ノ）×1）

　　　β＝・（βb　β2，　。・・。・・，　β菱f）’　　　（ハf×1）

　　　　　γ1　」÷1　　　　γ1　」十2　●・畢・●・γ1　κ

　　　r，’濡γ2♂＋真γ2ノ＋2…”γ2，κ

　　　　　γ剋r」＋1　　γ測F」＋2●鱒●’●γ疋κ

　　　　　γ1κ＋1　　γ11【＋2．・’”●71L

　　　r、’＝γ2ざ＋1γ2、K＋2…’γ2，L

　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　γ型rκ÷1　　γ鯉Fκ＋2’．●●．●γ浸fL

次にこの拡蒙モデルの誘導型は，

　　　シ（’）＝π、’κ1（彦）＋π，’κ、（参）＋π、’牙、（の＋”ω

：ただし

　　　π・＝α・β’，π・＝α・β’＋r，，17、＝r、

　　　”（の篇％（’）

とする。最後に’＝1，2，……，Tを考慮して

　　　y冨X1171十X2172十X3π3十γ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）

あるいは　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．・

　　　r＝Xπ十y

．となる。ただし

　　　y＝（〃（1），　2ノ（2），　・…　。。，　Zノ（7「））’

　　　X＝（X1，　X2，　X3）　　（T×L）

　　　X’1＝（κ1（1），　劣三（2），　・…　。。，　κ1（7「））’

　　　X，胃（κ2（1），κ2（2），……，ぎ2（T））’

　　　X3＝（κ3（1），劣3（2），……，κ3（の）’

（T×ハの／

（T×ノ）

（T×（K一力）

（T×（L－Kり）

’
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とする。この拡張モデルに対して，基本モデルと同じ仮定を適用する。しかし；

仮定2を次のように拡大しておく。

　仮定2’変数κ1～窺はすべて非確率的な確定量であって，次の階数条件に

　　　　従うものとする。すなわち

　　　　　rank（Xl）＝ノ，　　rank（X’2）＝K一ノ’，　　rank（X’3）＝＝L－K

　　　　　rank（X）＝L

．以下，この拡張モデル紐〕を三段階に分け，その識別と推定について検討す

ることにする。

　3．1．2単純モデルの推定

　ここは観測不可能な変数κ＊の決定に関係する外生変数が，他のすべての式

に含まれる外生変数とまったく相異するσ＝め，単純なモデルの推定につい

｝（考察する。この単純モデルの推定はすでにHauser［19］（184－87）によっ

て，前章の基本モデルの推定方法に帰着することが示されている。そこで本節

『では，このHauserの手法にそって単純モデルの推定を考察する。ところで，

この単純モデルは前述の拡張モデル〔H〕においてん2（の＝①とした場合に相

当する。したがって（3．1）は

　　　X＝X、17、＋X3173＋y

　　　　＝x17＋γ

となる。ただし

　　　x一（X1，　X3）・π一〔多：〕一〔突〕

とする。上記単純モデルのMD推定量は，基本モデルの場合と同じように正

値定符号行列S（本章を通じて標本数丁は一定であるためSrを単にSと表わ

す）を用いて，（2，8’）式
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　　　F（s）＝T〃（s盗り

　　　　　　　　　　　　　（2）
を最小にする冴、，β，r3である。ところで上式におけるWは基本モデルの揚

合と同じく

　　　防y・÷（17－P）’X’X（π一・P）

乏変形される。ただしγ，Pは（2．9）式に準じて定義されるものとする。こ

ζで行列X1τをGram・Schロ1idtの直交化によって，次の二つの部分に分割す
（3）

る。

　　　x71＝x1瓜十x3π3

　　　　　謳X1．3171＋X3173＊

ただし

　　　X1．3騙（1－Q3）X1，　Q3＝X3（X3’X3）一1×3’

　　　π、＊濡（x8’x8）一1×3’x、π、＋π8

と定義される。次にこれと同じ分割をXPに対して行ない

　　　XP瓢XIP1十X8P8　　（P＝〔P1’，　Pa’〕’）

　　　　　罵X1，3P1十X3P3＊

　　　P3＊＝（X昂’X8）一1×8’XIP、＋P3

を得る。ここでX3’X1．3宰0を利用すれば，上記のWは次のごとく変形され．

る

　　脚＋÷（π1－P1）箔御（π1－P1）

　　　　　・÷（173＊一P3＊）鮒x・（広・一A・）

このWを上のF（S）に代入すると

　　　F（S）＝T〃（Sγ）＋’7〔S（171－P1）’X’1．3×1．3（171－P1）〕

　　　　　　　　　　＋’7〔S（173＊一P3＊）’X、’X3（π3＊一P、＊）〕

（2）

　としてより一般的に扱う。

（3）　Dhrymes［：5コ575．

（3．3）

Hauser［19］の推定法はS＝γ一1としたGLS推定であるが，ここではMD推定：
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となる6ところで行列Sは正値定符号行列である。したがって上式の右辺第三

：項は

　　　≠7〔S（17、＊一P3＊）’X、’X、（π・＊一P・＊）〕≧0

となり，この値は173＊＝P3＊のときその最小値0をとる。この結果，　F（S）を

最小にするMD推定法は，まず係数制約∬ユ＝あβ’のもとで，（3．3）式の右

辺第1，2項を最小にする推定量憂、，、βを求め，続いて173＊鷲P3＊を満たす

推定量ムを求めることである。ところで，制約17、＝α1β”のもとでこの1．，

2項を最小にすることは，基本モデルのF（S）（2．8’）式を同じ制約のもとで

最小にすることと，形式上同じであることが判る。事実，ここでの推定：量偽

3は，適当な正規化則のもとで，外生変数行列XをX1・3で置きかえた（2．13）

あるいは（2．14）式で与えられる。

　他方推定量f，は次のように求められる。まず最小ゴ乗回帰係数

Pユ（x’x）由1x’γよりP3は

　　　P3＝（X’♂X3）一1×3’y一（X♂X3）一1（X3／X1）Pl

となる。これを上記のP3＊の定義式に代入してP3＊＝（X3’X3）占1×8’Yを得る。

他方上述の通り173＊＝P3＊が成立しなければならないので，π3は

　　　π、＝（X3’X3）一1×3’（y一Xρ、刀「1）

となる。ここでの単純モデルでは173＝r3であるから，几は適度に識別され

　　　r，謡（X3’X、）一1X、’（y－X111、）

と決定する。これは，外生変数X、の影響を除いた（y－x、171）のX3に対す

る最小二乗回帰係数である。ただし上式における17、は瓜＝α1β’とする。

　3．1．3重複モデルの推定（1）

　前節では観測不可能な変数の決定に関係する外生変数が，他のすべての構造

．方程式に含まれる外生変数とまったく相異する場合をとりあげた。そこで，本

節および次節においては，両外生変数が互いに重複する二般的拡張モデルσ

＜幻の推定について検討する。

　ところで，この拡張モデル〔H〕の誘導型（3．1）は三種類の係数制約画帖αユβ’，

∬2離浸2β’＋几，π3＝几を持っている。これらのうち，最後のものは事実上な：
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んらの制約ともならない。他方，最初の制約π、馴顔β’は基本モデルの場合の

／制約と同一である。したがってジ定理2．1より，一つの正規化則のもとで

・rank（π1）躍1が成立すれば，パラメーターα、，βは適度に識別される。しか

し残りの第二の制約172響α2β’＋r2よりパラメーターα2，　r2を識別すること

は困難である（ただしβは上述のごとく第一の制約より決定されるものとす・

る）。事実，このπ2＝α2β’＋1「2よりM（K一ノ）個の誘導パラメーターが，

（M＋1）（K一ノ）個の構造パラメーター（すなわち，（κ一ノ）個のあの要素と，

ル1（1ζ一ノ）個の几の要素）によって表わされている。したがって，両者の差は1

／2＝一（K一ノ）であるから，外生変数問の重複を含むここでの一般モデル（ノ

＜K）は，一切の先験的制約が存在しない限り，そのパラメーター厩，r臼こ

関して識別不能である。つまり，重複する外生変数の個数だけのパラメーター

が未決定のまま残されることになる。

　しかし実際には，通常の連立方程式の場合と同じように，凸のいくつかの

要素について「先験的制約」が存在するであろう。そこで，その制約を「0制’

約」のみに限定すれば，パラメーターあ，几の場合についても容易に識別可

能な状態が達成される。いま制約172＝あβ’＋几の第ゴ列より次の関係が得ら

れる。

i
i
l
：
！

1｝lii！〕

釜
：
1

γ乞」＋1

γ乞」÷2

γ¢κ

（3．4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ゴ＝1，　2，　・…　一，　1しf）

ここで・172の要素陶（ノ＝1＋1，／＋2，……，K）とβδとは所与であり，か

つすべて0でないとしておく。したがって，上式で求める未知数はα」＋、～ακ

およびγ¢♂＋、～γ擢である。ところで，この線型方程式の特殊性より，第ゴ番

臼の方程式の第ノ外生変数の係数γりが0であれば，補助方程式における

第ブ外生変数の係数殉　と他の方程式における同外変数の係数掬⑭＝1，2勢

・……C歪一1，げ＋1，……，鱒とのすべてが識別可能となる。したがって，次

の定理が成立する。
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　定理3．1

　　「構造パラメーターα2，1「2の第ブ外生変数に対応する係数αゴ，γη

　　　σ＝1，2，……，ルのが識別可能であるためには，この第ブ外生

　　　変数を含まない方程式（ただし補助方程式を除く）が，全モデル

　　　のなかに少なくとも一つ存在することである。もし，その外生変

　　　数を含まない方程式が唯一つ存在するならば，これに関連する全

　　　パラメーターαブ，陶はすべて適度識別である。以上のことは各ブ

　　　忙ついて成立する（ノ＝1＋1，1＋2，……，幻。　　　　　」

あるいは同じことを係数行列凸について述べると次のごとく表わされる。す

なわちr几の第ブ行に少なくとも一つの0要素があれば識別可能であり，そ

れが唯一の場合，適度識別である。」

　そこで，以下本節ではパラメーターα2，1「2，が適度識別な場合について，

一般モデルの推定問題を検討する。そこで，定理2．1と適度識別な場合の定理

3．1との成立を仮定する。なお，次節においては後者が単に識別可能な場合を

想定した一般モデルの推定を検討する。

　さて，パラメーターα2，1「2が適度識別である時の推定法は，前節における

Hauserの手法の拡張である。まず（3．1）を前提として行列X17を，直交化

によって次のように分割する。

　　　Xπ＝X1171十X’2π2十X3π3

　　　　＝X1．23π1＋X2．3172＊＋X3173＊

同じようにX．Pを次のごとく分割する。

　　　XP＝X、P1＋X2Pを＋X、P3　（P＝〔P1’，　P，’，　P、’〕’）

　　　　＝X1．23P1＋X2．3P2＊＋X3P3＊

ただし

　　　X1．23＝〔1－Q3－X2．3（X’2・3×2・3）一1X’2・3〕Xl

　　　X…瓢（1－Q3）X・　（Q・漏X3（X・IX・）一1琴・’）

　　　172＊＝（X’2．3×2．3）一IX2’（1－Q3）X1π1＋π2

　　　π3＊＝（X8’X3）一1×3’（X1171十X2172）十∬3
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　　　P2＊＝（X’2・3×2・3）一1×2’（1－Q3）XIP1÷P2

　　・P・＊算（Xa’x3）噂1X’3’（X、P、＋X、P、）＋P、

とする。これより

　　　　（π一P）’X’X（17－P）

　　　＝（P1一π1）’X’1．23×1．23（P1－1Z1）

　　　　＋（P・＊一π・＊）’X’2・3X・・3（P・＊一π・＊）＋（P3・一π、・）’X3’X3（P、・一π、・）

を得るbしたがって∴一般モデルのMD推定法は，前節と同じように

　　　F（s）＝T’7（s仰り

　　　　　＝Tf7（sy）＋渉7〔S（P1一π1）’X’1．23×1．23（P1一π1）〕

　　　　　　　　　　＋〃〔S（P2＊一π2＊）’X’2．3×2．3（P2・一π2・）〕

　　　　　　　　　　＋’7〔s（P・＊一π、＊）’x’、x、（P、＊一17，＊）〕

を最小にする。ところで，行列Sは正階子符号行列であるから，上式の第三，

四項は非負であり・かつP2＊＝172＊，　P8＊＝π8＊のときそれぞれの最小値0を

とる6したがって，，この場合のMD推定量も係数制約17、＝浸、β’のもとで上

式の第一，二項を最小にすることによって求められる。しかし，このことは基

本モデルのF（S）（2・8’）式を同一制約のもとで最小にすることと同じである。

事実ここでの推定量浸1，βは，適当な正規化則のもとで，外生変数行列Xを

X1・23で置きかえた（2．13）あるいは（2．14）によって決定する。

次に残されたパラ・一ター浸，，r，，r，は，P，＊一π，＊およびP、＊＝π、＊よ

り次のこ閨Cく決定され・・まず・P・お・びP・の両係数はP一（脚一・x7

を利用して

　　　P・＝〔x，’（1－Q3）X・〕一！〔X、’（1－Q、）r－X，’（1－9，）X，P，〕

　　　P・＝（X3’X3）一1X、’（r－XIP、一X、P，）

となる。これをP2＊およびP3＊の定義式に代入し，関係式（X’2・3×2・3）一』

〔X2’（1－Q3）X2〕一1を考慮すれぽ

（4）正規方程式（X／X）P＝X’yを分割し次式を得る。この第2，3行を利用する。

　　　［liili　l萎i　l萎i］圖一纏；ヨ
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　　　P，＊＝〔．X2’（1－Q3）X，〕一’X，’〔1－Q、〕y

　　　P3＊＝（X3’X3）一玉X，’y’

を得る。この結果，172およびπ3は112＊＝P，＊および113＊＝P3＊を利用して

　　　π、當〔X2’σ一Q、）X，〕岨〔（∬一Q，）X，〕’（γ一X費、π1）

　　　π、＝（X3’X3）「一三X、’（yLX’1111－X，1ア，）

と決定される。上式から明らかなごとく，π2は（y－X1π1）の　（1－Q3〕X2

に対する最小二乗回帰係数であり，また173は（yF－X、17rX2π2）のX3に対

する最小二乗回帰係数である。いま，求めるパラメーターα2・r2・∫㌔の推定

　　　　　　ご　　　　　ハ　　　　　ハ：量をそれぞれα2，ご几，ア、と定義すると

　　　冴、β＋f、一〔X2’（1－Q3）X・〕一1〔α一Q・）X・〕’（γ一X・π1）

　　　f、鷲（x3／x3）齢1x、’（yr－x1瓜一x・π・）

となる。ただし

　　　π、＝α、β’，π・＝α・β’＋r・

とする・上式における…罪すで噂段セこおいて求めた…βのMD推定

量とする。r、は直ちに適度識別である。他方，α2およびr2に関しては・あ

らかじめ仮定された適当な「0制約」によって適度識別となる。

　3．1．4重複モデルの推定（2）

　前節では，パラメーター厩，1「2が適度に識別される重複モデルを想定し，その

推定について検討した。本節ではその仮定をいくぶん緩めて，パラメーターα2，

几が単に識別可能な場合の推定について検討する。したがって，仮定3．1より

係数行列几の第ブ行に少なくとも一つの0要素が存在するものとする。な

お，α、，βに関してはこれまでと同じように，仮定2．1を想定し一意に決定さ

れるものとする。ところで一般モデルの三種の係数制約のうちπ3＝1「3は，

誘導型に対していかなる制約をも与えない。そこで以下の展開を簡単にするた

めにX3＝0を仮定する。なお，　X3≠0の場合には，本章1．2節のHauserの

手法を利用することができる。したがって，本節でとりあげるモデルは

　　　y＝X1π三＋X2172＋γ

　　　　臨x17十y
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となる。ただし

　　　x一（X1，　X2）・π一〔多：Hl：1：．几］

とする。前章の基本モデルの場合と同じように，ここでのMD推定法は任意

の正値定符号行列Sに対してT’7（S吻を最小にするα霊，α2，β，几を求め

ることである。そこで基本モデルの場合と平行して次のF＊を導くことができ

る。

　　　17＊＝彦7（S17’X7X、π）一2’7（π’X’ys）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．10）

上式に，係数制約π、＝α、β’，∬2＝α2β’＋几を代入し，α、，α2，β，1「2に関

して偏微分し，0と置けば次の旧式を得る。

　　　諾一（β’Sβ）〔（X1’X1）α，＋σr、’X，）α，〕・〔（脚註一三sβ一・

　　　綜一（β’Sβ）〔（X’・’X・）α、＋（X，’X，）厩〕・〔（脳）r・一綱・β一・

　　夏雲一ヨ〔（α’x’xα）β’耀湖浸一回忌浸〕一・

　　蝶7一〔X・’（X1α・β’＋X・α・β’一y）S＋（X，’X，）r，S〕炉・

ただしα＝（α1’，α2’）’である。また最後の式は1「2の0でない要素に関する

偏微分とする。以上の諸式よりそれぞれ

　　　α・＝（β’Sβ）一1PISβ

　　　α・講（β’sβ）一1（Pイ・）sβ

　　　β＝（α’X’Xα）一1（r’イ，’X、’）Xα

　　γ・ゴ騨〔（X・’X・）一1X・’（r－X1α1β’一X，α、β’）〕、ブ

　　　　　　　　　　　　　　　（5）
となる。ただしP＝（P∴P2’）’とする。さて，上式の浸p厩をそのβに代

入すれば

（5）P1，　P2は次の正規方程式を満たすものとする。

　　　膿1畿］［角Hゑ：多〕



　　　（Q＊S一λ1）β＝0

を得る。ただし

　　　Q＊＝ガX（X’X）一1X’」　（4＝y画一X，r，）

　　　λ＝（β’sβ）（α’x’xα）
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である。ゆえにパラメーターβは行列Q＊Sの固有根λに対応する固有ベクト

ルであるQしかも

　　　F＊』≠7〔S1「2’（X2’X2）r，〕一2〃（S1「，’X、’y）一λ

より．F＊はλの減少関数であるから，上記のβはその最大固有根に対応する固

有ベクトルである。そこで，正規化則としてα’X’Xα＝1を採用するとき，

各推定量は次の通りである。

　　　α1＝（β，Sβ）一1PISβ　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・5・a）

　　　α2＝（β’Sβ）一1（P2－1「2）Sβ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3。5．　b）

　　　γ一戸〔（X2’X2）磁X2’（y－X1α1βLX2α2β’）〕宮ゴ　　　　（3・5・c）

ただし，βは行列ζ1＊Sの最大固有根λに対応する固有ベクトルであって，次

の関係を満たすものとする。

　　　（Q＊s一λ1）β＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．5．d）

　　　Q＊＝」’X（X’X）一1X’4　＠＝y－X2r，）

　　　λ＝β’sβ

ところで，上式を満足するMD推定量を求めるためには反復法を用いなけれ

ばならない。例えば，その第s反復過程において，あらかじめ推定量搾一1｝が

与えられているとすれば，上の式におけるr，をこの推定量で置きかえること

によって（3．5．a），（3．5．　b）および（3．5．　d）の各式より推定量α｛s｝，α話8），

β（8｝を求めることができる。そして最後に（3．5．c）より，これらの推定量を・

用いて

　　　溜＝〔（X2’X2）一二X2ノ（y－X1α｛“｝β（ε）’一X・α妊ε｝β｛3”）〕・’

を得る。そして上記の推定量をr18）の0でない要素とすればよい。

　以上，本節では外生変数を導入することによって基本モデルを拡張し，その

拡張モデルに関する識別とその推定について検討した。その結果，（1）補助方
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程式に含まれる外生変数が他のすべての方程式に含まれる外生変数と重複しな

い場合およびそれらの変数が重複しても，その重複した変数に関するすべての

パラメーターが適度識劉であれば，ここでの拡張モデルは直交化によって，前

章の基本モデル〔1〕に還元することができる。したがって，そのMD推定

量の計算は簡単である。しかし（2）上述の重複外生変数に関するパラメーター

が，過剃識別であれば，そのMD推定量はexplicit　solutionsとならない。

　3．1．5変数誤差モデルの推定

　本節では一つの特殊なモデルの推定について，二，三の注意を加える。すな

わち，拡張モデル田〕をβ置＝1，γ脚＋1＝㍑」＋、騙……＝γML富0と特定化

する。したがって，そのモデルは

　　　　2ノ乞（’）＝β乞κ＊（’）十γ’z2κ2（’）十γ’‘8翼78（’）十％乞（∫）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ臨1，2，……，M－1）
　〔∬’〕

　　　　伽（彦）＝κ＊（の＋％濯（’）

　　　　κ＊ω＝α、’κ、（’）＋α，’κ、（の　（’鵠1，2，……，の

となる。ただし

　　　γ乞2＝（γ乞」＋1，　γZ」＋2，　・…　。・，　γεκ）’

　　　γ乞3＝（γ盛ん＋1，　γ‘κ＋2，　・・・…　，　γ乞L）’

と定義しておく。このモデル〔皿’〕は序説における変数誤差モデル（1．12）を

拡張したものである。つまり第ル1番目の内生変数伽が観測不可能な真の変

数κ＊の，誤差晦を含んだ観察値となっている。、その誘導型は

　　　ン、（の業β、α、κ1（の＋（β・α・＋γ’・2）κ・（の＋γ’、3κ’、（’）＋％、（’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ゼニ1，　2，　・・・…　，　ルf－1）

　　　働（’）＝α、κ1ω率α，鑑，（’）＋％冠ω

であるから，このモデルの全パラメーターは適度識別である。したがって，そ

のMD推定量は3．1．3節の特殊な場合として求めることがでぎる。しかしこ

の補助方程式を含んだ変数誤差モデル〔亙’〕は次の山方方程式体系に変形する

こともできる。

　　　2／z（’）一β乞γ彪（ず）＝γ’¢2κ2（’）＋〆乞3ガ8（彦）＋％¢（’）一β也％亙（’）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（∫諏1象2，……，M－1＞

　　　2ノ翌（の＝α1κ1（彦）十α2κ段（の十κ麗（の　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．6）

したがって，通常の連立方程式における識別およびその推定法を適用すること

が可能である。特に1≧1のとき，モデルに含まれる全方程式は識別可能であ

るから完全情報最尤法あるいは三段階最小二乗法等の推定法を適用することが

できる。このモデルについては第4章において再びとりあげる。

3．2　多数の観測不可能変数

　本章の序文において指摘したごとく，基本モデルにおける観測不可能な変数

は一種類のみである。そこで本節では，この基本モデルを複数の観測不可能な

変数が存在するモデルに拡張する。その際，各観測不可能な変数の決定恋すな

わちモデルの補助方程式に含まれる外生変数の種類によって，二，三の異った．

モデルを想定することができる。（1）各補助方程式に含まれる外生変数が互いに

相異する場合，（2）それらの外生変数が一部重複する場合および（3）まったく同一

の外生変数が各補助方程式に含まれる場合である。このうち最初のモデルは，

基本モデルの直接の拡張であって，定理2．1を修正することによってモデルの

全構造パラメーターは識別可能である。これに対して，最後のモデルにおける

識別は困難であり，多数の先験的制約を加えなければモデルは識別不能とな

る。また第二のモデルは上の二つのモデルの中間に位置するといえる。KoHuri

［31］はこの（1），（2）のモデルを，またRobinson［40］は（3）のモデルをそれぞ

れ検討している。本節ではKolluri［31コの（1）のモデルに添って説明する。

3。2．1　モデルの構成と識別

　まず導入する観測不可能な変数をκ、＊，多2＊，……，勘＊のH個とし，前章

の基本モデル〔1〕を次のように拡張する。

　　　　ン、（の一β、・κ1＊ω＋β・2κ・＊ω＋……＋β1πκH＊（’）＋κ1ω

　　　　〃1（の＝β21〆・＊（’）＋璽（’）千○’．’●●＋侮ダω＋璽ω
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　　　　シ～r（’）＝β鉦・匿・＊（’）＋β濯2κ2＊（’）＋。・。…　＋βκπκ∬＊（’）＋％だ（の

　〔皿〕κ1＊（’）＝α1・κ11ω＋α1・κ12（の＋……＋幅κ、。、（の

　　　　κ匿＊（彦）騙嚇・・α）＋α・2κ・町（の＋……＋α，。，κ、産、（の

　　　　κ亙＊ω躍αH曲、（の＋α茄κ亙、（彦）＋……＋α瀦耳勘κ耳（の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α摺1，2，……，1り

さて，第∫補助方程式に含まれる外生変数：κ¢，G漏1，2，……，　K∂は，上述

の仮定縦。て洛補助耀式ごと醐異するものとす窺そこで，このモデ

ルを次のように表わしてをく。

　　　寧（の＝β1κ！＊（の＋β2劣2＊（の＋……＋β王躍H＊（の＋％（の

　　　κ乞＊（の＝α！凝（の　　（ゴ＝1，2，……，E）　　　　　　　（3．7）

ここで第2章の基本モデルに関する仮定を，このモデル〔皿〕にも適用する。

また記号の大部分は本章前節のものを利用するが，この段階であらたに加える

・ものは

　　　㌶（’）＝（κ‘1（の，κゴ2（’），……，ηK‘（’））’

　　　β・＝（β1・，β2わ　……，β臨）’　　α＝1，2，　……，乃D

　　．αF（αゴ1，α’2，……，α∫κ∂’

である。次にこのモデルの誘導型は

　　　〃（彦）rπ・’κ、ω＋π，’κ、ω＋……＋．πガ謝（’）＋”（’）

　　　　　冨17ノκ（’）十〇（の

ただし

π名二階βz’ （K¢×ルの，

（K×乃の，

”（’）＝％（の

（3．8）

（6）　このモデル〔皿〕の駒の右辺に前節に従って観測可能な外生変数を導入するこ

　とができる。このあらたなモデルの推定は，ここでのモデル〔皿〕を基本モデルとみ

　なして前節と同じ展転が可能である。
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とする。またK＝Kエ＋K2＋……＋Kπである。さらに上式は

　　　y』x1π、＋x2π，＋……＋xππH＋y’

　　　＝x刀【十γ

と表わされる。ただし

　　　X乞＝（κ名（1），萌（2），……，凝（T））’　　（T×K∂

　　X＝（Xl，　X2，……，　Xπ）　　（T×K）

とする。

（3．9）

　　　チ

　以上の準備のもとに，このモデル〔型〕の識別について検討する。まず誘導

づラメーター行列πのK×．M個の要素が（ル1×H＋K）個の構造パラメー

ターすなわち．ルf×H個のβ毎およびK個のα¢，によって表わされている。

ところで，基本モデルの場合と同じようにβ乞の各要素を々（スカラー）倍し・

逆にα乞の要素を同じ々にて除しても，払およびπゴσ≠ゴ）の値は変らな

い。そこで，この不決定性を除くために正規化則を各脅こついて一個・合計

∬個導入することにする。この結果，決定すべき構造パラメーターの個数は

〈ル1×H＋K一∬）となる。ゆえに両パラメーターの差を7とすると

　　　7＝K×ハ4一（M×H十K一正の

　　　＝（K－H）（ハ4－1）

となる。多くのモデルにおいてM≧2およびK≧1¢＝1，2，…∴・，正D

すなわちK瓢K、＋K2＋……＋KH≧Eであり，さらに少なくとも一つの臼こ

ついて瓦＞1であればK＞Eである。ゆえにこのモデルもほぼ過労識別と

い嘉論。磁本モデルの場合と肌ように講造・・ラ・一ターの一意性を

得るだめに，行列仏にその階数制約を加える。ところで，行列π盛＝のβ名’と

∬滞αゴβ〆σ≠ノ）は互いに無関係であり・それぞれその階数は1である。そ

こで，基本モデルに関する定理2．1を拡張した次の定理が成立する。

（7）上式の7が基本モデルの7罵（1（一1）（M－1）（2，5）式の拡張であることは明ら

　かである。特にここでK＝Hのとき，燐≧1より熟覧1が成立する。これは基本

　モデルにおけるK＝1（適度識別）が，ここでの各方程式に成立することを意味して

　いる。
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　定理3．2

　　「∬個の正規化則のもとで，モデル〔皿〕のパラメーターが一意に

　　　決定されるための必要かつ充分条件は，誘導パラメーター行列泌

　　　に関して階数制約

　　　　　　　rank（π∂＝1　（ゴ＝1，2，・…・・，1の

　　　が成立することである。　　　　　　　　　　　　　　　　　」

定理2．1に関する補助定理を適用すれば，上述の定理の階数制約は丑’‘の小行

列式（2×2）のうち（K‘一1）（M－1）個が0に等しいことを意味している。

したがって，全体としての個数はΣ（K名一1）（．M－1）＝（K一功（M－1）とな
　　　　　　　　　　　　　　　‘

る。この個数は識別のための次数条件に相当する前述のノの値に等しい。

　ところで，このモデル〔皿〕のMD推定量は，これまでと同じように，あ

る正値定符号行列Sに対して

　　　F（S）＝T〃（S1の　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．8）

を最小にする偽，β‘α＝1，2，……，H）を求めることである。そしてそれ

らの推定量の漸近的性質は基本モデルの場合とまったく同じであるので，ここ

ではそれを省略し，ただちに推定の問題に移る。

　3．2．2MD推定量
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）
　本節ではモデル〔皿〕に関するMD推定量を求める。まず，基本モデルと同

じようにW＝y＋（1／T）（π一P）’X’X（17－P）を利用すれば，上記のF（S）は

　　　F（S）＝T’7（Sの十’7〔S（π一P）’X’X（π一P）〕

と表わされる。ただし上式におけるレP，Pは前章の（2．9）式で定義されてい

る。ところで，上式の第一項は最小化と無関係であるからその第二項のみを

F＊として

　　　F＊＝，7〔5（∬＿、p）’X／X（17＿p）〕　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．10）

とする。いま正規方程式（X’X）P＝X’Yにπ＝（1Z三’，1Z2’，……，∬ガγ

と同じ分割を行ない

（8）Kolluri［31コでは5＝γ一1としたGLS推定：量が求められている。
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を得る。上式の左辺のX’XとPの分割および前述のπの分割より

　　　　　　　　　　　　ひ　　（π一P）’X’X（π一P）篇Σ〈払一P∂’X♂X，（1る一Pゴ）

　　　　　　　　　　　　ガ，ン

が成立するd次に上式右辺の第ゴ，ブ項は

　　　（πrP∂ノX♂X，（πゴーPノ）

　　　篇1乙，X♂X’1乙一π♂X♂XゴPゴーP♂X♂Xゴπゴ十、P♂X乞’Xブ、Pゴ

　　　ニβ漁’X♂Xμゴβ〆一βα乞’X乞’XゴPゴーP♂X¢’Xゴαブβノ’＋P♂X盛’XゴPブ

となる。そこで，上式を、F＊に代入して

　　F＊＝Σ｛（α¢’X乞’Xゴα，）βノSβ盛一β盛’SP〆X〆X乞α乞一β，’5P乞’X♂Xゴαゴ

　　　　あフ
　　　　　　　　　　　　　　十げ7（SP♂X♂XゴP，）｝

を得る。ところで・上式の最後の項はF＊の最小化に無関係であるから，これ

を除いた残りをあらためて・F＊＊とする。

　　F＊＊＝Σ｛（α、’X、’Xμゴ）βゴ’Sβ乞一β♂SP〆Xゴ’X乞偽一β∫’SP♂X¢’Xゴαゴ｝

　　　　　ε・3

次に上述の正規方程式（3．11）を転置し，その両辺の第∫要素に左ヵ・らβご’S

を右からα、を乗じて，それぞれ合計すると

　　　げ　　　　　　　　　　　　　　
　　Σ城’5P〆Xノ瓦偽響翠β・’｝”X乞砺
　　　多・ノ　　　　　　　　　　　　　　2

を得る。この関係式を用いて．F＊＊は次のごとく表わされる。

　　　　　み　　　　　　　　　　　　　　　　　み
　　F＊＊疇；Σ＝；（α、’x乞’xμゴ）（βゴ’Sβ¢）一2Σ】βz’sy，X名α名　　　　　　（3．12）

　　　　　露，ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

ここで，F＊＊の最：小化をX乞’X戸0の場合とX♂瓦≠0の場合との二つに分
　　　　（9）
けて検討する。

（9）Kolluri［31コ（44，46）。各補助方程式に含まれる外生変数が互いに相異していて



62第3章基本モデルの拡張

　（1）X♂Xゴ鷲0¢≠ブ）。このとき，（3．12）式は

　　F＊＊字｛（・・’X・’X蘭）（β・’Sβ・）一2・・’X・’「sβ・｝　（3・13）

となる。上式の右辺は肥壷に関して完全に分離され，かつ括弧のなかは基

本モデルに関する（2．10）式に等しい。したがって，基本モデルのMD推定

量（2．13）のあるいは（2．14）式をそのまま適用することができる。いまH

個の正規化則をα乞’Xε’X簡＝1（1「鷲1，2，…。。・，H）とすると，ここでのα¢，

β乞のMD推定量αわβ乞は（2．13）式より次のごとく決定する。

　　α滞λ乞Pz5β¢

　　　（（｝琶S一λ乞1）βε＝0　　　　（（）乞＝yx乞Pz）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．14）

　　　λ盛＝β乞’Sβ乞　　（ゴ＝1，2，　……，瑚

ただしゐは行列9乞Sの最大固有根とする。

　（2）X♂Xゴ≠0。この場合のMD推定量は，同じ∬個の正規化則を適用して

　　　　　　　　F「＊＊十Σコμ包（α♂X‘’X‘α包一1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．15）

　　　　　’

を最小にするα乞，β盛である。ただし陣はラグランジュ乗数とする。上式は

αわβ名に関して分離されない。しかし基本モデルの場合と同じように偽およ

びβ盛に関する偏微分により！‘己＝0（ゴニ＝1，2，・・…‘，1了）を得る。これを利用

して次の関係式が成立する。

∂F＊＊　H
∂α乞　＝『野X♂X’μゴ（β〆Sβ乞）一X♂｝7Sβ¢＝0

∂F＊＊　　　　H
∂rsβ・＋黒（α・’x・’x・α・）sβ・一sy’x・α・＝o

（3．16）

　　　（3．17）

σ＝1，2，……，」の

ここでα‘，βのMD推定量をαε，β‘とすると

　　ハ　　　ハ　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　が
　　偽＝（β♂Sβ∂一1（X♂X・）一1｛X♂｝7Sβ乞一Σ］．．Y〆Xゴαノ（β〆Sβ∂｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　フ≒3
（3．18）

も，その観測値にはいくらかの相関が存在すると考えられるから，X‘Xブキ6の成立

が普通である。
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　　　β、一γX、乙一琵．（副X¢’Xμゴ）β、（ゴー・，2……，功（3．19）

　　　　　　　　　ブ≒z・

と決定する。いま上式において悉’X戸0とすると

　　　α、＝（βββ）一1Pββ毛

　　　β乞＝yF’X乞α乞　　　（∫＝1，　2・　・・・…　，　H）

が得られる。これより（3．14）が導かれることは容易に確かめられる。

　次に上式の（3．18），（3．19）の両式によって示されるMD推定量砺β名の

存在とそみ解法について検討する。そこで，以下偽，βを単に偏βと表わ

すことにする。ところで，・この両式はαゆ伽（傍1，2，…・∴，H，ノ＝1，

2，……，鵡，々＝1，2，……，M）に関する非線型の連立方程式体系となっ

ている。したがって，その解の存在の証明とその解法は簡単ではない。特に，

この両式のうち（3．18）式はβ乞＝①において不連続であるため，その解の存

在は限定される。このことはBro旦werの不動点定理の適用によって示される。

　そこでH個の正規化則を考慮して，（M×H十K－H）個の未知数αη，β厩

をベクトルθの要素としておく。このとき，（3．18）および（3．19）の両式は

次のように一般的に表わされる。

　　　θz＝∫霊（θ1，　θ巨，　・・一・・，　θ乞＿1，　θ¢＋1，　・・一・・，　θN）　（∫＝・1，2，…　，1ノ）

あるいは一括して

　　　θ＝∫（θ）

となる。ここでθ乞はベクトルθの第ゴ要素であり，！＞濡ルf×E＋K－Hとす

る。いま未知数であるパラメーターθの可能な集合φをN次限ユークリッド

”空間の凸部分集合と設定しておく。このとき，上述の関数∫はφの点を同じ

φの点に対応させる関数である。したがって，この関数ノが集合のの全域に

わたって連続であれば，ここでのモデル〔mのMD推定量は，　Brouwerの
　　　　（10）
不動点定理より，その不動点

　　　θ＊＝！（θ＊）

として存在することになる。しかしながら，行列Sは正値定符号行列であるか

qO）二階堂［39］（300）あるいは鈴木［45］（215）。

’
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らβ霧＝0のときに限ってβ¢’Sβ¢＝0となり，このとき（3．18）は明らかに不1

連続となる。この結果，可能なパラメーター空間の全域にわたってMD推定・

量の存在を保証することはできない。少なくとも，β≠◎のパラメーター領域

に限られることにな：る。

　次に，α，βの実際の解法について検討することにする。非線型計量モデル

に嚢ける推定量の解法については，Goldfeld　and　Quandt［16］（chap．1），

Malinvaud〔35］（341～48），　Lawley　and　Maxwell［33］（138～46）等にお

いて説明されている。ここでは，そのうちのNewton・Raphson法を適用して．

モデル〔mのMD推定量について検討する。そこで（3．15）式のF＊＊にか

えって，その偏β毒を要素とする（瓦＋M∂次限ベクトルをあらためてδと

定義しておく。いま第S反復過程において与えられる．δをδ｛31とすると，その

第s＋1反復過程において用いられるパラメーターδ18＋Dは反復公式

　　　δ馳・一δ・L〔淵；1〔∂需＊＊］副

によって与えられる。上式における〔∂F＊＊／∂δ〕δ・・，は前述の（3．16），（3．17＞

において定義された一階の偏導関数でα戸α鶴β乞＝βぎ8）とした値であるひ

また〔∂2F＊＊／∂δ∂δ’〕δ・8，はその二階の偏導関数の値であり，以下に示される。

〔欝レ灘灘L卵

ただし上式における各要素は次の通りである。

　　　諾一（β♂・β∂跳

　　　篇一・（x乞’x¢）螂・魚鵬・・）β〆・一那

∂2F＊＊

∂βz∂β先

∂2F＊＊

∂β‘∂α’乞

＝5

＝Σ5βゴ（α〆X〆X乞）一syXz
　ゴ蛾

し
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3．3　補助方程式の確率化

　本章の初めにおいて述べたごとく，基本モデル〔1〕を構成する補助方程式

は確率項を含まず，外生変数のみのexact　functionとして表わされている。

実際の経済モデルにあたる時，この仮定は一つの制約となる。’そこで・本節で

は基本モデル〔1〕における補助方程式すなわち観測不可能な変数の決定式に

確率項を導入し，この拡張されたモデルの推定について検討する。基本モデル

に関するかかる拡張とその推定は，Goldberger［13］，［14〕あるいはJ6res・

kog　and　Goldberger［28］，さらに多数の観測不可能な変数が存在するモデ

ルの確i率化はKolluri〔31］において検討されている。これらのモデルおよび

推定における共通した特徴は，（⇒因子分析との関連においてモデルの構成がな

されている。（2）このため，確率項の分散共分散行列Σの非対角要素は0と仮

定され，極めて単純な確率構造が設定されている。このことはモデルの実際へ

の適用において，再び大きな制約となる。そこで，まず一つの観測不可能変数

が存在する基本モデルの確率化について説明し，続いて多数の観測不可能な変

’数が存在する拡張モデル〔皿〕の確率化について検討する。

　3．3．1確率化（1）

　まず，Gddberger［13］，［14］およびJ6reskog　and　Goldberger［28］に

そって，観測不可能変数が一個の場合の補助方程式の確率化について検討する。

そこで，基本モデル〔1〕を次のように拡張する。

　　　　zノ、（’）＝β1κ（’）＋％・（≠）

　　　　2／2（≠）＝β2久く（’）＋z62．（’）

　〔W〕　　　　i　　　　　i　　　　　i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（彦詰1・　2・　・・・・…　　T）

　　　　〃Mヒォ）＝βπ’κ（’）＋z診盟（≠）

　　　　κ（’）＝α、κ1ω＋α，κ，ω＋……＋ακ敬ω＋・ω

このモデルの基本モデル〔1〕からの柑異は，明らかに確率項εが存在するこ

、とである。そこで，モデルの全確率項に関する仮定を次のように表わす。

　仮定　1’E（πω）＝0　　（M×1）
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　　　　　E（％（のπ（のノ）＝Σ

　　　　　E（％（の％（s）’）＝O

　　　　　E（ε（の）＝O

　　　　　E（ε2（の）＝σ2

　　　　　E（ε（彦）ε（s））＝O

　　　　　E（εω麗（ρ）’）＝0

（対角行列M×1の

α≠s）（M×乃の

（’≠s）

　（1×ル1）　　（ρ，s，’＝1，2，……，τ）

すなわち，基本モデルとの相異は確率項％の分散分散行列が対角行列．Σに限．

定され，さらにあらたに導入された確率項εがその確率項％と無相関であると

いうことである。この結果，モデル〔W〕の確率構造は特に単純である。すな・

おち，モデルに含まれるすべての確率項は，同時点においてもまた系列的にも

無相関である。そこで，このモデルの誘導型は

　　ンω＝π’κω＋”（彦）

となる。ただし

　　刀P＝αβ’，　　z2（’）＝βε（’）＋％（’）

とする。したがって”の分散共分散行列を9とすると

　　9＝Σ＋σ2ββ’

（3．20）

（3．21）

が成立する。なお，記号については基本モテルの場合と同じである。

　さて，以上の考察からわかる通り，このモデルは誘導型に対して二種類の瓢

約を持っている。

　（1）17＝αβ’（係数制約）。つまり，誘導パラメーター行列πのK×M偶

の要素が構造パラメーターのK＋M個によって表わされている。この係数制

約はすでに述べた基本モデルのそれと同じである。またそれは，通常の計量経

済学の連立方程式体系において，その構造パラメーターと誘導型パラメーター

との対応関係を示す式に匹適する。

　（2）ρ＝Σ＋σ2ββ’（分散制約）。誘導型における確率項の分散共分散行列9剛

が，構造型における確率項の分散共分散行列Σ（階数ルf）といま一つの行列

σ2 ﾀβ’（階数1）との和として表わされている。そして前者ρの独立な要素の

個数は1／2M（ル1十1）であり，後者のΣ＋σ2ββのそれは（1＋M）である。
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ただしβはすでに（1）の係数制約のなかに含めている。この分散制約は，いわ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）
ゆる因子分枡（factor　analysis）において想定される分散構造と同じである。

そこで，上記の二種類の制約のもとで，ここで拡張モデルに関するに識別つい

て検討する。まず，両制約においてβをん（スカラー）倍し，α，σを同じん’

で除しても左辺のπ，9は不変である。そこで，この不決定性（indetermina・

ncy）を除くためにσ2＝1をその正規化則として採用する。この結果，係数制

約に関する誘導パラメーターと求める構造パラメーターとの差は7、＝K×M

一（K十M）乏なる。他方，分散制約に関する両者の差は，9の独立な要素の

個数とΣの対角要素との差72＝1／2M（M十1）一Mである。この結果，モデ

ル全体として誘導型に対する制約の個数は

　　　7＝71十72

　　　　一〔（K－1）（M一・）一・〕・［麦M（M一・）］

　　　　一（K－1）（M－D・去（M・・）（M－2）

となる。通常の場合M≧2であるから，ここでの拡張モデル〔W〕はほぼ過

剰識別の状態にあるといえる。係数制約によって誘導型に課せられる制約の数

は，第2章の定理盆，1より（K－D（ル1－1）であるから，分散制約によってあ

らたに加わる制約の個数は1／2（M十1）（M－2）である。

　ところで，以上のモデル〔W〕の確率構造は前述のごとく極めて制約的であ

る。基本モデルにおいては，確率項πの各要素は自由な相関を持ったが，ここ

では互いに無相関として扱われている。このような特殊な確率構造は通常の経．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）
済モデルにおいては，あまりその例をみない。そこで，いまモデル〔W〕にお「

（11）つまり，ここでの欝βε＋麗（ただし添字♂を略す）において，θは因子分析の

　変量（variate），εは唯一の共通因子（comlnon　factor），βは因子：負荷量（factor

　Ioading），κは特殊因子または確率変量（random　variate）にそれぞれ相当する。因

　子分析においては，．これらの変数間にその分散構造θ＝Σ÷ββ’を仮定する。ただし，

　共通因子は互いに直交化されるためσ2篇1である（Lawley　and　Maxwell［33］chap・

　2）。なお因子モデルとの比較は次節において再論する。

（12）Fisher　L　61（chaP・3，4Nま確率項の分散共分散に関する制約を用いて構造係・

L
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いて・その確率項％が・基本モデルと同じように，自由な相関を持てばすなわ

ちその分散共分散行列が対角行列でないと仮定すれば，次のことが明らかにな

る。

　（1）正規化期としてσ2＝1のみを仮定するとき。この場合，行列Σの非対

角要素のうち独立な1／2M（ルf－1）個の要素が求める構造パラメーターとし

て加わることになる。したがって，モデル全体として誘導型に対する制約の個

数7は
　　　ノ＝〔（K－1）（」M’一1）一1〕十〇

となる。この結果，分散制約は誘導型に対する制約とはならない。他方，上

述の通り係数制約によってもたらされる制約の個数は定理2．1より（K＿．1）

（，M－1）であるから，一つの構造パラメーターが未決定のまま残されることに

なる。

　（2）正規化則σ2＝1および他に一つの先験的制約が仮定されるとき。いま

儲の先験的制約が雛瓢・，βに関するものであれ毘），FK．〃一（K．

過の門1となり，モデル全体として誘導型に対する制約の個数は

　　　7諏〔（κ一1）（ルf－1）〕十〇

となる。上述の通り，係数制約によって誘導型に課せられる制約の個数は（K

－1）（M－1）だから，すべての構造パラメーターは一意に決定されることに

なる。以上の二つの考察から明らかなごとく，観測不可能な変数に関する補助

方程式を確率化したモデルにおいて，基本モデルと同じように確率項〃に自由

な相関を許したとき，更に一つの先験的制約を加えなければ，構造パラメータ

ーは一意に決定されない。

　次に，もとのモデル〔IV〕とその仮定1’にかえって，構造係数α，βの推定

　数の識別を検討しているが，実際にこのような特殊な分散構造を先験的に知ることは，

　経済モデルに関して困難である。しかし因子分析におけるように，この確率項のなか

　に特殊因子を含める場合には，このような特殊な分散構造の設定も困難ではない。

（13）例えば，すでに用いたα’X，Xα＝1，βノy『1β＝1をその先験的制約として適用で

　きる。あるいはσ2に関する正規化則と合せてα，（X’X／T）α＋σ2＝1，0≦σ2＜1とす

　ることもできる（Goldberger［13110）。

／
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について検討する。J6reskog　and　Goldberger［28］はこの推定に関して次の

三つの方法を考察している。（1）最尤法。この方法では前述の係数および分散の両

制約が同時に考慮される。（2）因子分析による方法。ここでは係数制約が無視さ

れ，分散制約9＝Σ＋ββ’（ただしσ2＝1とする）のみが利用される。すなわ

ち，9の標本推定量として誘導型における回帰残差の分散共分散行列yをあ

てる。そしてこの行列に関する一因子分析によってその因子負荷量にあたるβ

および特殊因子分散にあたるΣの射角要素をそれぞれ推定する。他方，αの推
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く　　　
定量はその因子評点（factor　scores）の推定量を通して決定する。（3）GLS推

定法による方法。この方法では，まず係数制約のみによってα・βのGLS推

定量を求める。これはすでに述べた（2．13）あるいは（2・14）においてS＝y’一1

とした推定量である。他方Σおよびσ2の推定量は分散制約9＝Σ＋σ2ββ’に

もとずく一因子分析が用いられる。その際，βの推定量として上述のGLS推

定量をまたρの推定量としては誘導型のGLSによる推定残差の分散共分散行

列を用いる。ところで，以上の方法のうち（2）および（3）はかなり技巧的であり，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
さらにその漸近的性質も（1）の最尤法に劣ることが指摘されている。そこで，以

下（1）の最尤法による推定について紹介しておく。

　まず誘導型（3．20）式の確率項”が平均0，分散9の測鉛分布にしたがっ

て独立に分布するものとする。そのとき，標本からの尤度関数は，その最大化

に無関係な部分を除いて

　　　L＊＝log19】十’7（ρ一1ワ「）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　（3．22）

となる。これは基本モデルの場合の（2．31）と同じである。しかし，ここでは

二つの制約π＝αβ’，9＝Σ＋ββ’（ただしσ2＝1とする）に従って上式（3．

22）を最：小にするα，βおよびΣの対角要素（⑳，ゼ＝1，2，……，11の　を求

めることである。以下の記号の大半はこれまでと同じであるが，特に必要なも

（14）　因子評点を推定する段階の因子モデルは脚注（11）のものでなくて忽一面＊＋％で

　ある。この共通因子κ＊の推定量が因子評点となり，これを用いて補助方程式κ＊＝

　α㌃よりαの推定量：を求める（」6reskog　and　Goldberger［281636）。

（15）　J6reskog　and　Goldberger［：28］636～37
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のの再定義をも含めて諌のように定めておく。

　　　　　1
　　w寓デ（「一xπ）’（γ｝xπ）

　　　　　1
　　　　ヤ（γ’y一β・’Xγ’一y’X・β’＋βρβ’）

　　y一÷（r7xの・（r－xの一÷（四一Q）

　　Q＝｝7’XP，　P嵩（X，X）一1X’y

　　　λ5β’Σ〒1β，ρ＝α’x’xα

さらにρに関する次の関係式が成立する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）
　　　9－1＝（Σ＋ββノ）一1＝Σ一’一（1＋λ）一1Σ一1ββノΣ『1

　　　1ρ1＝LΣ1（1十λ）

　　．9－1β軍・〔1／（1＋λ）〕Σ一1β

　　　β，9一玉β＝λ／（1十λ）

いまα，β，．Σの任意の要素をδ¢とすると

　　筈一’・［・→（・一伽→藷／・’・［9→誓〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　謡

　　艦一’・［　　∂1γ9－1　　∂偽］一誌〔’・（9→π）〕

（3．23）

（3．24）

（3．25）

（3．26）

（3．27）

（3．28）

を得る。これよ．りα¢に関する偏微分は一＝0であることを考量して

上式はS二9一’とした（2．8’）式を碗に関して偏微分することと同じである

から，そのMD推定量（2．11）式より

　　　・一（1十λ．λ）P・→β一÷P・→β　　　（・．29）

となる。次にβ誼こ関する偏微分は（323）および分散制約9＝Σ＋ββ’を考

慮して

　　　’・［　　　∂w9－1　　　∂β盛］一・（一酬隔・・嚇．

（16）Lawley　and　Maxwe11［33コ27．
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　　　〃［ρ一1（9－P7）畷一］F・〔研（・一四！嚇

を得る。ただし，上式右辺の〔・〕名は括弧内のベクトルの第ゴ要素を示す。以

上の両道を（3．28）式に代入して一括すれば

　　　四一禦〔（ρ一P7つρ一’β一y’xα＋ρβ〕一r

となる。これより

　　　V7ρ一1β十y’Xα＝（1＋ρ）β　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　（3．30）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）
あるいは（3．29）および関係式W9－1β＝γ9一’βを上式に代入して

　　　（　　1十λγ＋　　Q　　　λ）・†（…）β　　　　（・…）

を得る。上式は（3．26），（3，29）式を用い’て次のごとく表わすこともできるσ

　　　（　λ　　　y＋Q1貯え）・弓β一・β　　　　（・・32）

ただしκ累（λ＋〃λ）⑫濡β’（Σ弓QΣ一1）β）とする。上式から明らかなごとく．

求め・βは左辺の行列儲7・Q）Σ司の固報・耐する固有べ・・ルで

ある。さらに

　　　L＊＝logしΣ1十’7（Σ一1】r｝7）十lo9（1十皐）一κ

　　　　　　（18）
が成立するので，L＊を皐小にするβは上述の行列の最大固有根に対応する固

（17）行列Wの定義式（3，23）で，そのαに（3．29）の中央の項を代入し，その値をr

　W（∬り、とすると

　　　囎・マβ一÷卿→β一螂・一÷・叫卿

　　　　　　　　　＝γρ一1β

（18）Goldberger［14コ（207）．にもとづいて導出する。前注と同じくWに（3．29）の

　第三項の値を代入したものをW（Σ『1）とする。これを（3，22）のWに代入し，（3．

　24）を利用すると

　　　　L＊＝1091．Σ！十’7（．Σ一1y，y）十10g（1十λ）一（1十λ）簡玉g一λ一1ん

　となる。ただしg＝βノ（．Σ噛1γΣ一1）β，ぬ＝〆（．r10．r1）βとする。次に（3．32）の左か．

　らβ’Σ一1をかけると〔λ／（1＋λ）〕g＋ぬ＝点を得る。したがってg＝λ（1＋え）となるひ

　これらの値を上式のL＊に代入して本文の式を得る。
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有ベクトルである。

　最後に分散共分散行列Σの対角要素伽の推定について検討する。まず（∂W

ノ∂伽）＝0および分散制約より（∂ρ／∂σ羽）＝4函’が成立する．ただし凶は第

づ要素が1で他の要素がすべて0の列べクトルとする．これより

　　　鑑蝋卿一議w〕

　　　　　＝〔ρ一1（9－w）ρ一1〕鉱

となる。ところで，上式右辺の行列9－1（9一1のρ一1は（3．29）および（3．32）

式用いて

　　　g－1（9一ワ7）g－1＝Σ一1〔Σ「一】r’】r＋（1＋ρ）ββ’〕Σ一1　　　　　　　（3．33）

と表わされる。ゆえに，（∂L＊／∂σ麗）＝0よりσε‘は

　　　σ翻・＝〔】r’y〕創一（1十ρ）β睾　　　（ゴ＝1，　2，　・。・・。・，　ルグ）　　　　　　（3．34）

と決定する。ただし上式の右辺の〔・瓦はその括弧の中の行列の第ぽ，’要素と

する。

　以上より，各推定量にcaret記号を付けて表わすと，モデル〔IV〕のパラ

メーターの最尤推定量は（3．29），（3．32），（3．34）の各式より

　　　一　1　　　＿
　　　α＝一＝PΣ一1β　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．35）
　　　　　λ

　　　σ醐＝〔｝”y〕弱一（1＋ρ）β睾　　　　（‘＝＝1，　2，　・。・・。・，　1レ1）　　　　　　　（3．36）

　　　（素γ＋Q）かβ一£β　　　（3・わ

た蘭・行列 i素ゆの最大固有根とする・・鵡

　　　ρ＝αx’xα，λ＝β’Σ一1β，　〔Σ〕，、＝砺

である。

　これらの推定式の一部は因子分析における，その未知パラメーターの最尤推

定量に対応している．事実，（3．36）式は特殊因子分散の推定式および（3．37）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）
式は因子負荷量の推定式にそれぞれ対応している。しかし（3．35）式は通常の
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因子分析には存在しない．これはわれわれのモデルが補助方程式を含んだ確証

的（con鉦matory）因子モデルに相当するからである。しかし，このような因

子分析との類似性のため，実際の計算過程においても，因子分析のそれと同じ

反復法を適用することができる．その最も単純な方法の一つは，上式の（3．35＞
　　　　　　　　　　　　　　　（20）
～（3．37）を直接用いる方法である。他方，J6reskog　and　Goldberger［28］

はJ6resko9［26］の計算法を適用している。この方法は，（3．22）のし＊の反
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）
復最小化にいわゆるFletcher　and　Powe11の手法を用い’るものである。

　3．3．2　　確率イヒ　（2）

　前節でとり上げた拡張モデル〔W〕は一個の確率化された観測不可能変数を

含むものであった。本節では，多数の確率化された観測不可能変数を持つモデ

ルについて，その識別と推定を考察する。そのモデルは本章3．2節のモデル

〔皿〕を，そのH個の観測不可能な変数について，確率イヒしたものである。す

なわち，そのモデルは次のごとく表わされる。

　　　　㌢、（の＝β、、κ、＊（の＋β、2κ、＊ω＋……＋β沼短＊（’）＋％・（の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α＝1，2，……，砂

　　　　κ1＊（の＝α、、κ1、（の＋α、2κ12ω＋……＋α、κ、κ、κ、ω＋ε1ω

　〔V〕　劣2＊（の＝α2、κ2、（の＋α22κ22（の＋……＋α2K，κ2κ、（の＋ε2α）

　　　　勘＊（’）＝α韻勘1ω＋απ，κπ，ω＋……＋α撚莇照。（の＋ε∬（の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（’疇1，2，……，T＞

上式右辺のε¢σ＝1，2，……，∬）があらたに加わった確率項である。また

上記モデルに関する仮定および記号はこれまでのモデルと同じであるが，ε乞に
　　　　　　　　　　　　（22）
関する部分は次の通りである。

　　　E（§毒（’））＝0，　E（ε言（’）εゴ（の）誤0　　（づ≠ブ）

（1g）Lawley　and　Maxwell［33］（chap．、4）の（4．9）および（4．19）式が対応するひ

（20）　同上（丘rst　edition，　reprinted　1967），邦訳18～20。

（21）　Fletcher　and　Powe11［：71．

（22）記号についてモデル〔皿〕また仮定については基本モデル〔1〕をそれぞれ参照．

　されたい。
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　　　E（ε睾ω）篇σ覆，　E（ε名（’）εゴ（ε））禁0．　（’≠s）

　　　E（娠のεゴ（s））＝0

つまりモデルの全確i蝉吟は互いに無相関である。次に誘導型は』

　　　〃ω＝π1’κ、ω＋π，’κ、（≠）＋……＋πガ勘（’）＋”（’）

　　　　　並17ノκ（の十η（の

『である。ただし

　　　」7名岩α乞β∴　’1Z謬（1Z1’，・π2’，……，1Zガ）’

　　　”（’）＝・z‘（’）＋β1ε・（の＋β2ε2（’）＋……＋β那π（’）　　　　　　（3．38）

とする。これより”（のの分散共分散行列9は，確率項に関する諸仮定を用い

て次のように表わされる。

　　　ρニΣ＋σ呈β・β1’＋σ菱β2β2’＋……＋σ影βπβか

さらに係数行列4，Bおよび分散行列Eを次のごとく定義する。

　　　　　α1　0……0

．4＝

E＝

q¢・：．…o．

［1♂：：：：，ゐ

σ1　0……O

q　ξll・一〇，

σ6…一1。蚤

（κ×π）

（E×H）

， B＝（β1，β・，……，βπ）（〃×E）

このとき，このモデル〔V〕の係数制約と分散制約はそれぞれ次のように表わ

一される。

　　　17＝ノ4・B，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．39）

　　　g＝Σ＋B石7β，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．40）

ここで，われわれのモデル〔V〕と因子分析と関連を明らかにしておきたい。

　（1）確率化された補助方程式が存在する場合（εz≠0，．4≠0）。上記の（3．38）

式で表わされる関係が，左個の副次的共通因子ε¢を持つ因子モデルにあたる。

そのβりおよび脇がそれぞれ第’変量砺における第ゴ番目の因子の負荷量お

よびその特殊因子（あるいは確率変量）となる。そしてこれらの諸量間に存在
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する分散構造が上の（3．4の式である。しかしわれわれのモデルが通常の因子

モデルと相異する点は，おれわれのモデルが（3．39）式で示される係数制約を

含んでいることである。この式は因子負荷量陶に対する制約を表わしている。

このことからわれわれのモデルが確証的（con丘rmatory）因子モデルに関連す

ることは明らかである。②補助方程式が存在しない場合色＝0，、．4＝0）。こ

のとき，モデル〔V〕そのものがH個の共通因子κ乞＊を持った因子モデルとな

る。そして防，偽が，上述と同じように，それぞれモデルの因子負荷量：およ

び特殊因子となる。ここでは因子負荷量に対する制約は存在しない。ゆえにご

・の場合のモデルはいわゆる探索的（exploratory）因子モデルと呼ぶことがで

きる。

　次にモデル〔V〕の最尤推定について検討したい。ところでこのモデルには

二種類の不決定性（indeterminancy）が存在する。その一つは分散行列Eに

関するものである。いま任意の対角行列をDとする。そのとき，（3．39）およ

び（3．40）式の行列4，B，　Eをそれぞれ．4D－1，　BD，　D－1E1）一1としても，

左辺のπ，9の値は変らない。そこで，この不決定性を除くためにEの各対

角要素を固定する。すなわち

　　　σ霧＝1　　　　（づ＝1，　2，　・一…　，　H）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．41）　　’

と仮定して，行列Eを単位行列（H×H）としておく。このとき，第二の不

－決定性が係数行列且，Bに関しておこる。いま任意の直交行列丁に対して，

（3．39）および（3．40）式の且，Bをそれぞれ．47，　BTとしても，左辺の値

は不変である。そこで，この不決定性を除くために

　　　B’Σ一1B＝∠　（対角行列H×遅）　　　　　　　　　　　（3．42）

とする。以上の二種類の制約は，最尤法によって因子モデルを推定するとぎ，

その共通因子および因子負荷量に対して仮定される制約と同じである。

　次に，これらの制約のもとで，モデル〔V〕の識別たついて検討する。まず

く3・3♀）および（3・40）の閉式の左辺における独立な要素の個数は総数でK×M

＋1／2M（M十1）となる。一方，両式：右辺における独立な要素の数は総数で

．M＋H＋K＋M×Hである。しかしながら，制約（3．41）および（3．42）に
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よって後者のH＋1／2E（1∫一1）個の要素の決定は不要である。この結果，誘

導型に対する総制約の個数は

　　　・一（K一別）（M－1）＋壱〔（醒＋1）（〃一2）＋（∬一1）（∬一2）〕

である。通常のモデルにおいてはK≧E，M≧2と考えられるから，ここで
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）
のモデル〔V〕はほとんどの場合識別可能である。

　そこでモデル〔V〕のパラメーターの最尤推定を・Kolluri［31］（366～76）

に従って説明する。いま，誘導型の確率項砂が平均0，分散9のM次限正規

分布に従って独立に分布するものとする。その時，標本からの尤度関数は，最

大化に無関係な部分を除いて

　　　五，＊＝10glgi十’7（9－1W）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．43）

となる。したがって，ここでの最尤法は（3．39）～（3．42）の制約のもとで，こ

のL＊を最小にするオ，β，Σを求めることである。そこで，以下あらたに使

用する記号および関係式を列記する。それ以外のものは前節と同じである。

　　　　　1
　　　w濡『アα一xπ）’（「一xπ）

　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．44）　＝ア（y’y－Bノ血’Xノ｝7－y’X∠4B’十BCB’）

∠＝B’Σ一1B（対角行列），σ＝．4’X’X五

9一』（BB’十Σ）一1

　瓢Σ『1一Σ一1B（1十の一1B’Σ一1

ρ一IB＝Σ『1B（1十4）一1

（3．45）

（3．46）

（23）丑個の共通因子を含む因子モデルの最尤推定において，誘導型に課せられ制約

　の総数〆は

　　　〆＝1／2〔（M一∬）2一（M＋H）〕

である（Lawley　and　Maxwe11こ33］10）。したがって，本文ノとの関係は

　　　7箒〆十写（M－1）

となる。ゆえに誘導型への制約の個数はルf＞1である限りわれわれのモデルの方が多

い。特に補助方程式が存在しないときK＝0であるから両者の誘導型に対する制約の

数は等しい。しかしこのとき両モデル自体が等しくなっている。
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　　　Bノρ一11窒瓢∠（1十」4）一1　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．47）

さらに行列濯は対角行列であるから，上の（3．46），（3．47）の両式は次のごと

く表わされる。

　　　・司B一（、品λ1Σ→μ・、㍍Σ→禽……・、’、。Σ司βの

　　　　　　　え1（1十え1）一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

　　　B9一1B篇　　　　　λ2（1＋λ2）一1

　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　’．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λπ（1十λπ）一1

ただし競は対角行列浸の第ゴ要素とする。これよりそれぞれ

　　　・→β一、転Σ→β（ゴ＝1，　2，　・…　。・，　、θ）　　　　　　　　　　　　（3．48）

　　　郷イ（1脇（1夏ブ擁．．…劫（糊

が成立する。

以上の準備に基づいて，（3，43）式のがの最：小化に移る。まずこの式を行列

、4の要素α乞に関して最小にすることは，結局その第二項≠7（9－IW）をα、に関

して最小にすることである。ところでこの第二項は，その最小化に無関係な部

分を除けば，本章3．2．2節の（3．12）式のF＊＊においてそのSを9－1に置ぎ

代えたものに等しい。それをあらためてF＊＊（ρ一1）とすれば

　　　　　　　　π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬　　　　　　　　　　　　　・
　　　F＊＊（9－1）臨Σ（α♂X乞’Xゴαゴ）（β〆ρ一1β∂一2Σβ乞ノρ一1y／X乞吻、

　　　　　　　　ゴ，’　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

が成立する。そして上式に（3．49）式を代入し

　　　F＊＊（9－1）＝Σ｛（α♂X！X名α盛）（β！ρ一1β∂一2β鴬’9－1y”X漁｝

　　　　　　　　∫
となる。上式はX♂X戸0を仮定した（3．13）式に対応している。したがって

F＊＊（9－1）を最小にする吻は基本モデルに関する（2．11）式を参考にして

　　　α¢＝（β盛’9一1β乞）一1P乞9－1β

　　　　雲〔（1十λ∂／λのP乞9－1βぢ＝（1／痘）P乞Σ一1β乞　　　　　　　　　　（3．50）
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となる。ただし名竃（X♂X∂一1濫’yとする。上式は観測不可能な変数が一つ

の場合の（3．29）式に対応している。次に行列Bの要素両に関する（3．43）

式のL＊の最小化について検討する。まず，分散制約ρ＝Σ＋β8’および（3．

44）より次の結果が得られる。

　　　釜一躍・BE・

　　　畿一一瓦’認y－r細・＋瓦’偲・βσ琢

ただし上式におけるE乞ゴは第づ，ノ要素が1で他のすべての要素が0の行列と

する。これより前節における（3．28）式を利用して

　　　1　∂L＊
　　　互礪7累〔ρ一1（9一ワのρ一1B－9－1y’X五＋9－1Bの’

を得る。そして（∂五＊／∂B）＝0より

　　　Wρ一18十ソ’X」＝B（1十の　　　　　　　　　　　（3．51）

と泌．・れは前繭紬る（3．3・）式に対応するものであ靴最後紛散共

分散行列Σの推定量は，前節と同じ手順を利用して

　　　σ犯＝〔y，y〕五山一〔B（1十C「）B’〕翻　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．52）

となる。以上より，モデル〔V〕の最尤推定は上述の（3．50）～（3．52）式より

　　　α乞＝（1／え乞）P乞Σ一1β乞

　　　σ盛名＝〔y’y〕ゼ〔B（1＋のB’〕翻

　　　フ7ρ｝三B十yPぶノ4＝＝B（1十C）　　　　（ゴ＝1，　2，　・・・…　，　1ヲ）

を満たすα乞，β乞，伽である。ただし上式におけるcaret符号が付いた諸記号

は・それぞれの定義式において，あ，画，あを代入したものである。

　この節を終るにあたって一つの点を指摘しておきたい。本節では第2章の基

：本モデルの拡張として，補助方程式の確率化について検討した。その拡張した

（24）　Ko1三uri　E31］（72）は関係式W52－1B＝S9－18を利用して，（3．51）式をさらに

　変型している。しかしこの関係式を導出するために使われたKoliuriの（4．25）式

　（op．　cit．70～1）には疑問がある。したがって，本文ではこれ以上の変形を行なわ

　ない。
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モデルは基本モデルが含む係数制約（π＝αβ’あるいは17＝・48’）のほかに

分散制約（9＝Σ＋σ2ββ’あるいは9＝Σ＋BEBノ）を含んでいる。ところで，

後者の制約はモデルの推定法に影響する。前者の係数制約のみを含むモデルに

対に対しては，基本モデルあるいは3，1，3．2節のモデルU〕，〔頂〕におけ

るように，MD推定法が適用されている。これに対して，分散制約を同時に含

むモデルには，本節の〔W〕，〔V〕にみられるように，もつぼらML推定法が

利用きれている。これは，いうまでもなく，．MD推定法が観察値の標本分布を

’考慮しないからである。したがって，MD推定法にそってなをかつ分散制約を、・

組み入れた推定法が必要であると考えられる。

3．4　連立方程式モデル

　観測不可能な変数を含んだこれまでのモデルは，それに含まれる内生変数間

の相互依存関係を無視した単なる多数方程式モデル（multiPle　equations

mode1）にすぎなかった。この分析を完成させるためには，モデルに含まれる

内生変数聞の自由な依存関係を許した連立体系に，われわれの基本モデルを拡

張しなければならない。しかし観測不可能な変数とその補助方程式を含んだ一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）・
般連立方程式モデルについてはその一部に計算例があるのみで，その識別と推

定に函する一般的分析はみられない。これまでの分析は，もっぱら変数誤差を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）
含んだ連立方程式モデルの補助方程式による推定問題に向けられている。その

対象とされるモデルはわれわれのモデルロ’〕（3．1．5節）を連立体系に拡張

したものである。この拡張モデルを利用するとき，変数誤差を含んだ連立方程

式モデルに通常の識別定理と推定法を適用することができる。

　そこで本節では，まずモデル餌〕（3．1．1節）を直接拡張した一般的な連立

方程式モデルを構成し，その識別とMD推定について検討する。他方，モデル

田’〕を拡張した特殊な連立方程式モデルすなわち「変数誤差を含をだ連立方

程式モデル」に関する諸問題は，章をあらたためて検討したい。

（25）伴［3コ

〈26）　Kolluri［：31コ　（chap　3），　Hausman　［：22］・
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　3，4．1モデルの構成と識別　　　　　　　　　　　　　　　1

　まず本章3．・1。1節におけるモデル〔丑〕を次の連立方程式モデルに拡張する

ことにする。

〔田地（’）「β”＊（の＋ぞ〆κ・（’）＋「・’κ・（の＋”（の（H，a＿＿，　T）、

　　　　κ＊（の零α、’犀、ω＋α2’κ2（の

上式における行列βは内生変変数劉こ関する非特異な係数行列（M×みので・

ある。通常の連立方程式モデルにおける正規化則によって行列Bの各対角要

素を1とする。また後述の「0制約」によってその非対角要素に0を含むこと

ができるものとする。その他の仮定および記号についてはモデル〔皿〕の場合一

と同じである。その誘導型は

　　　〃（’）＝π1＊’κ1（’）＋π，＊’κ、（’）＋π、＊’κ、（’）＋”（’）

あるいは

　　y』x刀「＊十γ＊

となる。ただし

　　　　　171＊

　　π＊諏172＊＝πB－t＝

　　　　　173＊

　　γ＊＝yB一1

171B－1

172、B－1

173B－1

（π1富α1β’）

（π・＝α・β’＋r・）

（173＝r8）

（3．53）

（3．54）

である。モデル〔W〕において，観測不可能な変数劣＊を消去すればわかる通

りこのモデルはパラメーターに関して非線型な連立方程式体系であり，その誘・

導型に対する係数制約は

　　　111＊B＝α1β’，刀’2＊β＝α2β’十1「2，　π3＊B＝1「3　　　　　　　　　（3．55）

の三種類である。ところで，Hausman［21］はパラメーターに関して非線型．

な連立方程式モデルについて，その全情報最尤法と三段階最小二乗法とによる

推定量が漸近的に等しく，また後者の三段階最小二乗法はMD推定法の特殊．
　　　　　　　　　　　　　（27）
な場合であることを指摘している。そこで以下われわれは一つの識別可能な揚

（27）　Hausman⊂21コ（736）



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．4　連立方程式毎デル　81

一合を設定し，モデル〔W〕のMD推定法について検討する。

　ところで，上記（3．55）式の最後の制約π38離r3は，通常の連立方程式モ

デルにおけるその全構造パラメーターと誘導パラメーターとの関係を表わして

いる。特にその第歪列は

173＊

∂乞1

う曝

∂目＿1

1

δ撹＋1

δ認

γ潔写・

γ硲・

γ謹・

（π3＊：（L一κ）×ハの（ゴ＝1，2，・……，ルの

である。．ただし上式における6η，γ！llはそれぞれ係数行列B，為の第ゴ，ノ要

’素とする。このとき上式は第6構造方程式における内生変数パラメーターうり

（ゴ＝1，2，……，：M）と同外生変数パラメーターγ！ll（」臨K＋1，　K＋2，……，

．L）の対応を，誘導係数行列173＊を介して表わしている。これらのパラメータ

ーに関しては，その適当な「0制約」を仮定することによって，通常の識別に

闘する諸定理が適用できる。他方，（3．55）式の前二者の関係式に基づく識別

は，もし行列Bのすべての要素砺（ゴ，ブ＝1，2，……，M）が既知であれば，

』すでに第2章の定理2．1および本章の定理3．1において検討されている。そこ

一でモデル〔IV〕の識別に関連して次の仮定を設定する。

　（1）モデルの第づ構造：方程式に含まれるパラメーター砺（戸1，2，……，

．みのおよびγ！l｝α＝K十1，K＋乞，……，　L）に関して，適当な「0制約」の

もとでその識別のための階数条件が成立する。このことはまた

　　　G蛋＋、Kぎ3｝一1≦；五一K　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　（3．56）

の成立を意味しているひただしG乞は妬のうち0でない要素の個数また幻3）

鳳γ1§）のうちの0でない要素Q個数をそれぞれ表わすものとする。

　（2）モデルを構成するM個の構造方程式のうち，第ゴ外生変数（戸1＋1，

．ノ＋2，・・…・，K）を含まない式が少なくとも一つ存在するものとする（定理

：3，D。
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　（3）パラメーターあ，・βに関する一つの正規化則のもとで，ra曲（瓦＊8＞

寓1が成立する（定理2．1）。ところで，すでに述べた仮定より行列Bは非特

異であるから，上の階数条件はrank（π1＊）＝1と言い換えることができる。

そしてこれらの階数条件はまた次式の成立を意味している。

　　　（1－1）（M－1）≧0　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　（3．57）

以上のすべての仮定が成立すれば（特に，（1）については全構造方程式にまた（2＞

についてはすべての重複外生変数に関して成立すれば），モデルの全パラメー

ターは識別可能である。

　しかしこれらの仮定のうち，特に（1）の成立は観測不可能な変数が存在しない

通常のモデルに比較して困難であり，また仮定（1）と（2）は互いに関連しているこ

とを指摘しておきたい。事実，第ゴ構造方程式が含む重複外生変数の個数がモ

デルに含まれる全重複外生変数の個数（K－1）に比べて相対に小さい場合は，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（28）
通常のモデルに比較して次数条件（3．56）の成立は困難である。さらに，この

第‘構造方程式が含む重複外生変数の種類が，仮定（2）を通して第ゴ外生変数
　　　　　　　　　　　　　　　（29）
のパラメーターの識別に影響する。このことは，仮定（1），（2）がそれぞれ独立に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（30）
成立する余地が極めて限られた範囲のものであることを意味している。

（28）変数κ＊が観測可能であれぽ補助方程式は存在しない。このときモデルの総外生

　変数はκ＊，κ2，κ3の合計（L－1＋1）である。他方，κ一1個の重複外生変数κ2の

　うち，第ゴ構造方程式に含まれる個数を冴言（≦κ一のとすると，通常のモデルにお’

　ける次数条件は，κ＊が観測可能な変数として含まれることを考慮して

　　　G言十κ‘3｝十1ノε≦；L－／十1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．56’）

　となる。ここでん＊が観測不可能とすれば，上式の左辺より璃＋1（舐個のκ2と

　κ＊）がまた右辺よりκ一ノ＋1（K一ノ個のκ2と∬＊）がそれぞれ除かれる。この結

　果，私がκ一ノより相対に小さい時，本文（3．56）の成立は疑わしい。

（29）受注との関連において，例えば全構造方程式がすべての重複外生変数を含むとき

　（昂＝K一ノ），仮定（1）の（3，56）式と前注の（3．56’）式とは同時に成立する。しか

　し，このとき仮定（2）は成立しない。

（30）　これに対して（3．55）式の係数制約すべてを同時に考慮して，モデルの全パラメ

　ーターの識別をとりあげる方法がある（Wiley　E48］）。そこで導かれる識別条件は局

　所識別（1㏄al　identi五cation）に関するものである（Rothenberg［411）。
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　次に上記の仮定（1），（2），（3）を満たすモデルの例をあげておく。

　　　Zノ、＋う12〃2＝β1κ＊＋γ13κ3＋γ・4κ4＋％1

　　　Z｝2、！ノ1＋〃2＝β2κ＊＋γ25κ5＋ZZ　2

　　　κ＊＝α、κ1＋α2κ2＋α3κ3

このモデルは伴［3］の計算例に記号変更を加えたものである』仮定（1）で対象と

なるパラメーターは外生変数κ4，κ5および内生変数ン、，〃2のパラメーターで

ある。吾北とも，仮定（1）の（3．56）式を等号で満たしている。次に仮定（2）でと

りあげる重複外生変数はκ3のみである。このモデルの第二式は明らかにこの

変数κ3を含んでいない唯一の式である。したがってこの変数に関するモ．デル

の全パラメーターα3，γ、3は適度に識別される。次に仮定（3）の（3．57）式の成

立については自明であである。しかしパラメーターα、，α2，β、，β2に対して

一つの正規化則を設定しなければならない。

　3．4．2MD推定量

　本節ではモデル〔粥のパラメーターのMD推定量について検討する。まず

行列r2，　r3，　Bの要素に関する適当な「0制約」とベクトルα、，βに対する

一つの正規化則のもとで，モデルの全パラメーターは識別可能であるとしてお

く。そのとき，本章3．1．4節の場合と同じように，ある正滴定符号行列Sに対

してF（8）を最小にすることは

　　　F＊＝〃（S17＊’X’X17＊）一2’7（17＊’X，ys）

を最小にすることと同じである。上式のπ＊に（3．54）式を代入して，α1，α2，

βに関して偏微分して0と置き，その結果を整理すると

　　　α＝（βノS＊β）『1｛P一〔Xノ（1，2）X（1，2）〕一1〔Xソ（1，2）X（2，3）〕1、B－1｝

　　　　×s（8’）一1β

　　　〔B’Q＊＊s（B’）一1一λ∫〕β＝①

となる。ただし

　　　菱＝（　　”α1，　α2）’，1』（τ72’，∫73’）’，　S＊鷹B剛1S（B’）｝1

　　X（1，　2）＝（X1，　X2），　　　X（2，　3）＝（X2，　X3）

　　P＝〔X’（1，2）X（1，2）〕『1Xノ（1，2）y

（3．58）

（3．59）
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　　　（～＊＊＝罫∠＊，X’（1，　2）〔X’（1，　2）X（1，　2）〕騨1X’（1，　2）4＊

　　　∠＊＝（｝78－X2、r2－X3r3）．B－1

　　　λ＝（β’s＊β）一1

とする。なおここでは・正規化鋼として〃X’（1，2）X（1，2）浸＝1を適用して

いる。上式の（3・59）式よりβは行列．8’Q＊＊S（、8’）一・の固有根えに対応する

魍有ベクトルである。ここでも

　　　27＊鵠’7〔S＊1VX’（2，　3）X（2，　3）1つ一2♂ノ〔S（β’）一z1「X’（2，　3）y〕一λ

であるから，F＊はλの減少関数である。したがって，βはその最大固有橿に

対応する固有ベクトルである。

　次に行列r2，　r8，　Bの0あるいは1でない要素γ鐸，γ19，∂‘，についてF＊

を偏微分して0と置くと

　　　γ8｝＝〔（X2’X2）一1X・2’（yコB＿X1浸1β’＿X2｛憂2β’一X3r8）〕‘，　　（3．60）

　　　γ身）＝｛（X3’X3）一1×3’〔yB－Xユ浸1β’一X2（浸2β’＋1－2）〕｝4，　　（3．61）

　　　〔8＿、〕ε，＝〔B（π’X’X11）一117’X’】r〕乞，　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．62）

となる。以上より，連立方程式モデル〔めのパラメーターに関するMD推定

量は（3．58）～（3．62）式の解として与えられる。その解法ぴこは，本章3。1，4節

と同じように，反復法を利用しなければならない。なお，これらの式において

X（2，3）＝X2，　B＝1（単位行列，　M×みのr＝1「，およびX、＝0とそれぞれ

置き替えると，3．1．4節のMD推定量が得られる。
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第4章　変数誤差モデル

4．1序

・独立変数の測定値に測定誤差が含まれる単一方程式モデルに・最小二乗推定

法を適用しても，そのパラメーターの推定量には偏りがあるばかりでなく，一

致性も存在しないということは広く知られている。そしてこの最小二乗法に代

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　
って，これまで各種の推定法が検討されている。単一方程式モデルに限ってい

えば，従来の推定法は大きく二つに分けられる。その一つは操作変数法であり

（Sargan〔43］），いま一つは最尤推定法である（Kendall　and　Stuart［30］379－

88）。いうまでもなく，前者の最大の欠点は操作変数の選択に関して任意性が

存在することであり，後者のそれはパラメーターの識別を得るために，例えば

確率項の分散に対して先験的制約を設定しなければならないということである。

ところで以下とりあげるZeUner－Goldbergerによる補助方程式法もその変数

選択に関しては，操作変数法と同じように任意性が存在する。しかし補助方程式
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く　　
の導入によってその識別問題は特定の場合を除いて解決され，その推定にはす

でに述べたMD推定法演あるいは適当な変形によって各種の連立モデル推定

法を利用することができる。そこで本章では，変数誤差を含むモデルの推定お

よび識別を，補助方程式法を中心として検討したい。八節においては変数誤差

を含んだ単一方程式モデルを，つづいて第3節においてはその連立方程式モデ

ルをそれぞれとりあげることにする。なお，以下一つの誤差変数を含むモデル

を中心に説明し，必要に応じてこれを拡張する。

（1）　例えばSargan［43コ，　Kendall　and　Stuart［30］379－88，　Malinvaud［35］chap．

　10，Madansky　L34〕132－50，　Johhston［24］281－g1，　Koutsoyiannis［32］250－70。

〈2）補助方程式が確率化されるとき確率項ないし誤差項の分散に関して再び識別不能

　となる。
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　　　　　　　　　4．2　単一方面式モデルと変数誤差

　変数誤差を含んだモデルの構成には二つある．その一つは通常の教科書にみ

られるように，独立変数の誤差のみを対象とする方法である。このとき従属変

数の誤差は方程式の誤差に含まれ，それに対する特劉な配慮は払われない。

これに対して，いま一つの方法はモデルに含まれる変数の因果関係を取り除き．

全変数に測定誤差の存在を認め，さらに方程式の誤差をも含めるより一般的な
　　　　くの
方法である。しかし因果関係の明らかな計量経済モデルにおいては，前者のモ

デルが普通である。そこで本章においても独立変数の誤差のみを対象とする前

者の方法に従ってモデルの構成を行なう。そこで変数誤差を含んだ次の単一方

程式モデルをとりあげる。

　　　　zノ（’）ニβ＊κ＊（’）＋％（’）

　〔w〕　　　　　　　　　　　　　　　　（’＝1，2，……，τ）
　　　　κ（の＝κ＊（’）十δ（’）

このモデルはすでに第1章の（1．3），（1．4）式として説明しているが，ここで

再度検討する。まずこの第一式は従属変数ンと独立変数の真の値劣＊との単純

な回帰関係を表わし，最後の％は方程式の誤差にあたる確率変数である。しか

しわれわれが実際に観測できる独立変数は第二式のんであり，それは測定誤差

δを伴なっている。ここで％δの両確率変数に次の仮定を設定する。

　　　E（％（の）＝0，E（％2（の）瓢・乙，　E（麗（’）麗（s））＝O

　　　E（δω）＝0，E（δ2（’））＝σ釜，　E（δ（’）δ（5））＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（’≠ε：’，sニ1，2，……，　T＞

さらに方程式の誤差κと測定誤差δとは無相関であり，また共に真の値κ＊と

無相関であると仮定する。すなわち

　　　E（π（’）δ（7））＝0，　E（κ（’）κ＊（7））＝＝0，　E（δ（’）κ＊（7））＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（’，7＝1，2，……，7）

（3）Sargan［43］（394）はΣi』o乞κz‘’置靴，貌。＝κ乞。’＋κ¢。”で表わされる変数誤差

　モデルを扱っている。勘，勘’，勘”はそれぞれ測定値，その真の値，測定誤差を衷

　わす。またε乞は方程式の誤差にあたる。
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とする。最後にこのモデル〔W〕からん＊を消去して

　　　2ノ（∫）鷲β＊κ（’）＋Zノ（’）

を得る。

こで1はそれを再掲しておく。

　　　β一（1－12σ§　　στ）β・

　　　σ葛＝σ葛＋β＊2σ警

（z，（≠）＝z6（’）一βδ（’））

これに基づいて第1章（1．5）式で表わされる関係式が導かれる。

（4．1）

こ

ただし上式におけるβおよびσ1は次のように定義される・凋についても同じ

である。

　　　　　　　ア

聖響）・璽÷辞φ
　　　　　　　　’＝1

ところで，すでに第1章において指摘したごとく，上のβ，σ婁，σ霧をそれぞれ

標本からの推定量に置ぎ代えても（4．1）式よりパラメーターβ＊・σ易・σ霧を求一

めることができない。そこで最尤法では，例えば分散比品／σ1を先験的に与え

また操作変数法では誤差項％と無相関で，さらに独立変数κと高い相関を持っ

た操作変数を選択しそれぞれ一致推定量を得る。

　以上の方法に対して，Zellner・Goldbergerの補助方程式法では次のモデル

を設定する。

　　　　ツω＝β＊κ＊ω＋麗（の

　〔㎜〕　κ（の＝κ＊α）十δ（の

　　　　κ・ω一α、。、（の＋α292（’）＋……＋αK9。ω　α＝1，2，……，ナ）

ただし誤差項％，δは共にあらたに導入された独立変数9漁＝1，2，……，1．K＞

と無相関とする。すなわち

　　　E（％（≠）g盛（7））臨0，　　　E（δ（’）g葛（7））＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（’，　γ＝1，　2，　・・・…　，　T＞

となる。次にこのモデルの誘導型は

　　　㌢ω＝β＊α’之ω＋”1α）　（”・（彦）＝麗（の）
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　　　κ（の＝α’z（彦）十z／2（の　　　（”2（∫）罵δ（の）　　　　　　　　　　　　（4．3）

である。ただし9（’）＝（9ユ（の，z2ω，・・・…，9κ（の）’とする。これ以外の諸

記号については第2章のモデル〔1〕の場合と同じである。ところで上式に基

づいて次の関係が導かれる。

　　　π1＝αβ＊　（K×1），π・＝α　（K×1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．4）
　　　　　　2　　　　　2　＿　　2　　　　2＿　　　σり｝一σ㌶，　　σり2｝σδ

上式における轟，σ碁、の定義は前述の（4，1）式におけるσ睾のそれに準ずるも

のとする。またπ1，π2については次の通りである。

　　　π1－plim（Z’Z）一1Z’〃，　π2＝plim（Z’Z）一1Zノκ

　　　　　T→。。　　　　　　　　　　　　　　　T→。。

ただし

　　　2ノ＝（霧（1），　2ノ（2），　…　。・・，　2ノ（T））’　　　　（7「×1）

　　　劣＝（κ（1），κ（2），……，κ（T））’　　（T×1）

　　　Z＝（9（1），2（2），……，2（の）’　　（T×κ〉

とする。（4．4）式より右辺のパラメーターα，β＊，σもσ霧は識別可能であり。

特に1ζ牒1のとき適度識別が達成される。これは第一章（1．12）式で表わされ

るモデルの場合にあたる。次に上のモデル〔粗〕の実際の推定については，基
　　　　　　　　　　　　　　　（4）
本モデルに〔B関するMD推定法かあるいは3・1・5節のモデル〔『〕と同

じように連立体系に変形し，各種の連立モデル推定法を適用することも可能で

ある。特に後者の場合の連立体系はモデル〔盟〕から，その誤差変数κを内生

化し

　　　　シ（’）一β＊κ（’）＝竃z，二（’）　　　（z，・（’）＝％（’）一β＊δ（’））

　〔粗’〕

　　　　κ（’）＝α’2ω＋”、ω　 （ぴ，（’）＝δω）

となる。通常のモデルにおいてK≧1であるから，このモデルは常に識別可

’能である。さらに誤差項の分散共分散行列は

　　　・一一〔繁調　　 （4・）

（4）　この場合，正値定符号行列εは対角行列である。
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となる。ただしび＝（衝（’），ρ2（’））’である。Rothenberg　and　Lee捻ders〔421

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く　　
によって，この分散共分散行列はなんらの制約を含まないため，このモデルの

構造係数α，βの最尤推定量と三段階最小二乗推定量は共に漸近的有効推定量

とな：る。なおこのモデルの推定に関しては次節においてより一般的な型で再論

する。

　以上が，変数誤差を含む単一方程式モデルに対する補助方程式推定法であるひ

この方法によっててモデル〔W｝の持つ識別不能を回避することができる。し

かし，一方においてその誤差変数の個数だけの補助方程式を設定しなければな

らない。特にこの方程式の右辺を構成する補助変数の選択は，（1）前述の（4。2）

式よリモデルの誤差項と無相関でかつ（2）同（4．3）式より独立変数κと高い相

関を持つことをその規準としなければならない。このことは操作変数の選択基

準と同じである。さらにかかる基準の下においても，操作変数の場合と同じよ

うに1その変数の選択にはかなりの任意性が存在することになる。

　最後に，以上の補助方程式は独立変数zのexact　functionとして表わされ一

た。いまこれに確率項εを導入して

　　　κ・ω一α、91（の＋α，2、（’）＋α，・、（の＋……＋ακ・・（’）＋・ω

と確率化すると前述の（4．4）式の後段は

　　　。碁、＝・葛＋β＊2σ書　（E（・2ω）＝・婁）

　　　σ蓼、σ§＋σ書

となる。ただし確率項εはモデルの誤差項％，δおよび独立変数9と無相関と

する。上式より明らかなごとく，分散σ葛，σ1，σ睾のうち一つは未決定となるσ

したがってモデルは再び分散に関して識別不能である。前章3．3．1節と同じよ

うにσ崔＝1と仮定することもこれを解決する一つの方法である。

4．3　連立方程式モデルと変数誤差

本節では変数誤差を含んだ連立方程式モデルの補助方程式推定について説弱

（5）　ここで制約が存在するということは，分散共分散行列の要素を先験的に晶定値：

　（例えば0）とすることである。
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する。前節の単一方程式モデルの場合と同じように，変数誤差が存在する場合

の二二問題を概説し，続いて補助方程式推定法を中心とする二，三の推定法に

ついて検討する。

　4．3．1モデルの構成と識別の概説

　まず，K個の外生変数とG個の内生変数とから構成される次の連立方程式

モデルを設定する。

　　　βノ2ノ（’）罵∬vκ（診）十％（’）　　　　（’＝駆1，　2，　・鱒…　，　τ）

ところで本章4．1節の最後に仮定したごとく，木章を通して誤差変数の個数は

一個に限定している。そこでκ個の外生変数のうち最初の変数κ、がその測定

誤差を伴なっているものとする。したがって上の連立体系は次のように改めら

．れる。　　　　　　　　　　　　　　　　　一

　　　　B’zノ（’）＝β＊κ1＊（’）＋1「2’罪2（’）＋π（’）

　α）
　　　　劣1（’）隅κ1＊（の十δ（の

上記モデルの記号のうちこれまでのものと相異するものは次の通りである。

　　　B＝〔ゐ乞ゴ〕（o×σ），r，＝〔γ、ゴ〕（（K－1）×o）

　　　〃ω鷲（蜜1ω，ン・ω，……，〃σ（’））’

　　　κ，（’）＝（κ，（’），κ、（の，……，κκ（の）’

　　　π（の＝（彿1（の，π，ω，……，％σ（’））’

　　　κ（の＝（κ、（’），劣2’（’））’

　　　　　＝（κ、（の，κ2（の，……，κκω）’

　　　1▼’＝（β＊，　1－2，）　　（0×・K）

なお，誤差項％に関する仮定はモデル〔1〕のそれと同じであり，またδに関

する仮定は前節のモデル〔W〕のものを適用する。さらにここでも％，δは互

、・に無相関とする。

　さて変数誤差を含む連立方程式体系の識別は，前節の単一方程式モデルに関

する（4．1）式から容易に類推されるように，本来の構造係数に関する識別に

測定誤差の分散に関する識別が絡み合ったものとなる。事実，上のモデル〔K〕

に関して（4．1）式に相当する関係式は



　　　　　　　　　　　　　　　　　　4．3

垂叫㌫1轟；）レ

　　　φ冨（Bノ）一1〔Σ＋σ§β＊β＊ノ〕B－1

で示される。ただし

　　　π＊瓢rβ一1　（K×G），

　　　　　　　　　　　　　　　　T→。。

　　　π一贈÷（XソX）

　　　φ一囎÷ゑφωφノω
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（4．6）

（K’＝K－1）
　　　　　　　（4．7）

∬＝plim（X，X）一1X’y　　（κ×G）

（K×K），Σ＝E（麗（の％’ω）　（o×θ）

　　　　　　　　　　　　　　　（φ＝＝（β’）｝’（％一β＊δ））

とする。また行列X（T×K）およびy（71×0）の定義は第2章2．3節ρそれに

準ずるものとする。なおモデルに変数誤差が存在しないときσ1＝0であるか

ら，上の両玄はπ＝rB司およびφ＝（B’）一｝ΣB｝1となり通常の対応関係に帰

着する。ところで（4．6）式に基づく特定方程式の識別とそれに含まれる誤差

分散の識別はHs量ao［23］の特別な場合に柏賊する。しかしここでは（4．6）

：式より直接以下の結果を導くことにする。まず，この式の第づ列より

　　　〔K×（σ＋1）〕

身得る。ただし上式の〃汐は逆行列〔M〕一1の第‘，ゴ要素とする。また観お

よびγ君はそμそれ第∫構造方程式における内生変数および外生変数の斉係数

であり，前者の第ゴ要素は正規化則によって1また両係数とも先験的制約によ

って0要素を含むものとする。そこでその0要素の個数をそれぞれ0£△，

．瓦＊＊また0でない要素をそれぞれ0会，瓦＊とすると

　　　G台十〇2△＝o，　瓦＊十三＊＊＝K

が成立する。以上の準備の下に第げ構造方程式の識別について次の結果が得ら
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れる。

　（a）第診構造方程式が測定誤差を伴なった外生変数を含むとき（σ§≠0），そ

の方程式のすべての構造係数とそれに含まれる誤差分散（σ1）が識別されるた

めの次数条件は

　　　（0診一1）＋1（乞＊≦、K－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．9）

であり，またその階数条件は

　　　rank（π盛＊＊）＝（G参一1）＋1濡02　　　　　　　　（4．10）

である。ただし上式における行列島＊＊は（4．8）式における左辺の行列〔K×

（G＋1）〕から，ベクトルγ乞の0でない要素と同じ番号の行を除き，さらに第

ゴ列とベクトル飢の0である要素番号と同じ番号の列を除いてでぎる小行列

（K乞＊＊×o参）である。

　（b）第づ構造方程式が含むすべての外生変数が測定誤差を含まないとき　（露

＝0），たとえ他の方程式に誤差変数が存在しても，第‘方程式に関する識別条

件は通常の場合のそれと同じである。したがって，例えばその次数条件は

　　　（0診一1）十、κ乞＊≦K　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．11）

である。

　ここで以上の結果について二，三の点を指摘しておきたい。（1）上の（4．9）式

および（4．11）式の両式の比較から判る通り，誤差変数を含まない通常の場合

（つまり（4．11）式）において適度識別である構造方程式は，誤差変数を含ん

だ状態（つまり（4．9）式）において識別不能となる。したがって，少なくとも

通常の場合において過剃識別でなければ誤差変数を伴なった状態において識別

可能とはなりえない。このことは通常の場合における過剰識別性が誤差分散に

よる過少識痙性によって相殺され，結果として適度識別性の出現する可能性を
　　　　　（6）
意味している。（2）以上の結果から推論されるように，もし前提を変更して第ゴ

構造方程式が〃2個口誤差変数を含みかつそれらの誤差が互に無相関であるな

らば，上の（4．9）式に相当する次数条件は

　　　（0参一1）十K乞＊≦1（一〃2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．12）’

（6）Gddberger［14］（208～10）における計算例はその一つである。
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となる。上式はまた第∫構造方程式が含むことができる誤差変数の個数の上限

が瓦＊＊一（0診一1）すなわち通常の時の過剰識別の際に，誘導型に課せられる

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
制約（overident童fing　restrictions）の数に等しいことを褒わしている。（3）し

かしながら，上の次数条件（4．9）式を満足しない構造方程式でもモデルに含ま

れる他の方程式からの情報を利用することによって識別可能となるかもしれな

い。事実，識励可能な他の方程式によって決定された誤差分散σ§を既知とし

て，当該方程式の識別に利用できるからである。このことは個別方程式のみの

情報に基づく識別条件は極めて限られた範囲の識別を対象としていることを意
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く　　
激している。これを解決するためには全体系の識別問題を考察する必要がある。

　4．3．2　モデルの推定

　本節ではモデル〔IX〕の推定について考察する。ところでこのモデルの全体

系の同時推定については，すでに」6resko9［27］が多数の変数誤差が存在す

るより一般的な場合について，その最尤推定を検討している。またモデルに含

まれる特定構造方程式の推定については，それが適度識別である限り，前述の

（4．8）式よりこの方程式に含まれる全構造係数と誤差分散とを同時に推定する

ことができる。それは通常の間接最小二乗法の適用にほかならない。他方・「

般に識別可能な構造方程式の推定については制限情報最尤法（Hsiao〔23］330

－35）あるいは伝統的な操作変数法および誤差変数の内生化による方法（Cher－

noff　and　Rubin［4］）等がある。以下，後者の二つの推定法およびこれと関

連する補助方程式推定法について検討する

　そこで，上のモデル〔】X〕を次のように表現しておく。

　　　yB＝κ1＊β＊’＋X・r・＋ひ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．13）
　　　κ1・＝κ1＊十δ

ただし

（7）　これはHsiao［23］（322）の結果に等しい。

（8）　これに基づいて導出される判定条件は局所識別に関するものである　（Hsiao

　［23コ323，・Geraci［9〕269）。こめ条件は以下の展開にとって直接必要でないので

　省略する。
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　　　κ1＊＝（κ＊（1），κ＊（2），……，κ＊σり）’　（T×1）

　　　労1＝（κ（1），　κ（2），　…　。・・，　比（7））’　　　　（τ×1）

　　　δ＝（δ（1），　δ（2），　・・・…　，　δ（7つ）ノ　　　　（7「×1）

　　　X2＝（罪2（1），　劣2（2），　・。・・。・，　劣2（7））’　　　　（T×（κ一1））

　　　y冨④（1），ツ（2），……，〃（T））’　（T×0）

　　σ＝（π（1），％（2），……，π（T））’　（T×0）

とする。上式よりκ、＊を消去すると

　　yB＝＝κユβ＊’＋X21つ2＋γ　　　（y＝σ一δβ＊，） （4．14）

』を得る。前述の単一方程式の場合と同じように，誤差変数κ、を外生変数とし

て扱えば構造係数の一致推定量は得られない。そこで伝統的な操作変数法では

次の方法がとられる。いま，第ゴ構造方程式の係数（畠，β¢＊，γ∂のうち正

規化則と先験的「0制約」を受けない瑳＋及＊一1個の係数のベクトルをθ‘

とし，その推定に用いる操作変数行列を骸（τ×（0参十K盛＊一1））とすると，

魂の操作変数推定量億

　　　θ¢＝（W¢’X∂一1ワ7♂Zノ彦　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．15）

となる。ただしX乞は変数行列（一γ，κ1，X2）の係数θ甚ご対応する列のみか

らなるその部分行列（T×（0参十κ¢＊一1）），また鮎は行列γの第ゴ列である。

さて単一方程式の場合と異なって，ここでの連立方程式モデルにおける操作変

数の選択はかなり限定される。つまり操作変数としての本来の条件

　　　・1・m÷面一い1・m÷幅一α

を考慮すると（ただし鷲はγの第づ列，Qzは階数G£＋瓦＊一1の有限行列

（且nite　matrix）とする），その選択癖象はモデルに含まれる全外生変数から

誤差変数を除いた残りのすべての外生変数とすることができる。したがって，

ここでのモデルにおいてはX2を構成するK－1個の外生変数がその対象と

なる。このことは第づ方程式に関して前述の次数条件（4．9）式の成立を要求し

ている。また外生変数X2から構成される操作変数のうち，推定量訊の漸近的

一般化分散を最小にする操作変数：は
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　　　W乞＝X2（X2／X2）司X2＆
　　　　　　　　　　　　　　　（9）
’であることが明らかにされている。

　以上の操作変数法に対するいま一つの推定法はChernoff　and　Rub董n［4］に

よる内生化法である。この方法は一致推定量を得るための障害となった誤差変

・数を内生変数として処理する推定法である。この方法は最近になってHausman

・［22］，KoUuri［31］（chap．10）によってとりあげられ，全体系の推定問題が

検討されでいる。以下この全体系の推定問題について説明したい。その推定法

の特長は，あらたに補助方程式を導入することである。このとき上記のモデル

・〔】X〕は次のようになる。

　　　　β’〃ω＝β＊κ1＊ω＋r・’κ・ω＋％ω

　〔X〕　κ王（の＝自κ、＊（’）＋δ（の

　　　　κ、＊ω＝α’zω＋εω

一なお，上式においてあらたに導入された変数ないし係数の記号および仮定はす

でに述べた4．2節のものを適用ないし拡張して用いるものとする。そこでこの

一モデルからそのκ1＊（のを消去して，誤差変数κ、（のを内生化すれば

　　　　　B’2ノ（’）一β＊κ1（≠）篇τ亨2’κ2（’）＋Z2・（’）・　　　　　＼

　〔X’〕
　　　　　κ1（の＝α’9（の＋”露（の

．となる。ただし

　　　　・ω一〔；：：；：〕一［翻；1ω］1留

　　　（10）

，とする。したがってその分散共分散行列9＝E⑫（の〆（の）は

　　　・一拳聯㌦禦］’　＿14・6）

（g）　Dhrymes［5］296～3G3，　Hausman［221393．．

＜10）　このモデルの構成はKolluri〔31コ（101）に従っている。　Hau『man［22］（395）

　のモデルはこれと相異する。Hausmanのそれをわれわれのモデルで表わすと

　　　B’雪（’）・躍β＊α’9（の＋r2劣2（♂）＋％（の＋β＊ε（の

　　　κ三（’）＝α’9（の＋δ（の＋ε（’）

　となる。これをσ＋1個の内生変数を持つ連立体系とする。



96第4章、変数誤差モデル

である。ところで，上のモデル〔X’〕はこの（4．16）式で表わされる分散構造：

を別にすれば，通常の違立：方程式体系である。したカミってその構造係数の推定

にあたっては通常の識別定理と推定方法を適用することができる。例えばその・

確率項σ（のにひ副次限の正規分布を仮定することによって全情報最尤法あ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）
るいはより手続の簡単な三段階最小二乗法等を適用することができる。特に後

者の三段階最小二乗法による推定量は，前節の単一方程式の場合と同じように．

α．16）式で俵iわされる分散共分散行列にいかなる制約も存在しないため，前

者の最尤推定量と同じように漸近的有効推定量である。

　最：後に，ここでのモデル〔X’〕のごとく，測定誤差を伴なった誤差変数κ、

を内生化し，さらにその真の値κ、＊を補助方程式によって近似させる推定方法

の一般的特長について二，三の点を指摘しておきたい。

　（1）モデル〔X’〕から明らかなごとく，連立方程式モデルにおいてその測定

誤差を伴なった一部の外生変数を内生化し，さらにそれに関連して補助方程式

を導入することは，結局モデルを通常の連立方程式体系に還元することにほか

ならない。つまりこれによって残されたすべての外生変数はモデルの確率項と

無相関となり，さらにモデルの全変数は観測可能となる。したがって通常の連

立方程式モデルに関する各種の推定法の適用が可能である。

　（2）しかしこのことは個々の構造方程式の識別に影響する。事実，各方程式

において推定すべき構造係数の個数は一部の外生変数の内生化によっても不変

であるが，モデル全体として有効な外生変数の個数はこの内生化によって減少

する。いまその内生化される誤差変数の個数をモデル全体でπ個とすると，モ

デル〔X’〕における第’構造方程式の次数条件は

　　　（0会一1）＋K乞＊≦1ζ一π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．17）

　　　　　（12）
で表わされる。上式より誤差変数の内生化によって識別不能となる構造方程式

（11）　このほか全情報操作変数法（fulhnfQrmatio臓instrumental　variables　estima，

tion　method）を適用することができる。この推定量はその反履計算によって全情報

　最尤推定量に収束することが明らかにされている（Hausman［20コ，〔21］）。

（12）　この条件式は前述の（4．12）式と類似している。しかし両者が導出された前提は．
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の存在が充分考えられるb事実％≧1のとき，測定誤差の存在しない通常の場

合において適度識別である構造方程式は誤差の存在する状態において常に識別

不能となるQ

　（3）他方，補助方程式によっ七真の値κ1＊を適当な外生変数gによって近似

させることは，一面においてこの識別問題に関連する。事実外生変数9として

モデル外の変数を適用すると，上述の識別不能性は軽減される。

　（4）ところで，補助方程式におけるこの外生変数9の選択については・前節

においてすでに指摘した通り，操作変数の場合と同ようにかなりの任意性が存

在する。Hausman［22］（394）は誤差変数を除いたモデルの全外生変数をこ

のgにあてている。したがってわれわれのモデル〔X’〕についてはg＝κ2と

なみ。他方kolluriはその具体的内容について明らかにしていない。前者の

Hausmanの方法はその選択について任意性の存在する余地がほとんどないが，

上述の識別問題との関連において必ずしも最適な：方法とはヤ・えない。この補助

「：方程式における外生変数の選択について確定した結論を導き出すことはほとん

ど不慮であるが，た献詠を伴わないモデルの全牲変数および真の働1＊

と関係するモデル外の経済変数の両者のなかから，識別問題との関連において

選択すべきである。

　（5）しかし補助方程式はモデルのなかで常に適度識別である。したがってモ

デル全体を三段階最小乗法によって推定する限り，この補助方程式の9にいか

なる変数：が選ばれようとも，他の構造方程式の係数の推定量とその漸近的分散

　　　　　　　　　　　　　
・共分散行列には変りがない。

　（6）最後に誤差分散Σ，σ暑および補助方程式の確率項の分散σ羅は（4．16）式

より明らかなごとく，0＝1（すなわち単一方程式モデル）の場合のみ一意砕

決定され，これ以外では過剰識別となる。ただし構造係数β＊はこれまでの義

　相異する。（4．12）式では第ゴ構造方程式が〃3個日誤差回数を含み，かつその構造係

　数と誤差分散との同時識別であった。一方ここでの（4．17）式ではモデル全体として

　η個の誤差変数が存在して，構造係数のみの識別が個別に考慮されている。

〈13）　Narayanan［38］299－301，　Ze玉lner　and　Tbei1［50161－8．
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論において識別され既知とする。なお，多数の誤差変数がモデルに含まれそし

てそれらの測定誤差が互いに無相関の場合も，上述と同ように過剰識別となるひ

これらの過劇識別性はベクトルβ＊（あるいは多数の誤差変数が存在するときは

それらの変数の各：方程式における係数行列）に関する先験的制約によって解決

される。

要約とあとがき

　本書は観測不可能な変数を含む経済モデルの推定について，ここ10年ばかり

の間に検討された諸結果を中心に説明した。各章の論述は次のごとく要約する

ことができる。

　まず第一章では，観測不可能な変数を補助方程式によって推定する経済モデ

ルの例を示しこれによって本研究の重要性を強張し，続いてこれらのモデルが

確証的因子分析モデルあることを明らかにした。

　第二章では補助方程式を含む基本モデルを設定し，これにMinimum　Dis－

tance（MDと略記する）推定法を適用すると共にその推定量の漸近的性質を

検討した。この結果MD推定量に関する従来の諸性質はこの基本モデルの推

定量にも妥当し，特に（1）ある一定の収束条件の下において基本モデルのMD

推定量はその最尤推定量と同じように漸近的有効推定量であり，また（2）MI＞

推定量の反復解はその最尤推定量に一致する。

　第三章では補助方程式法の拡充をはかるため第二章の基本モデルを次の諸点

に関して拡張した。すなわち外生変数の導入，多数の観測不可能変数の導入，

補助方程式の確率化および基本モデルの連立方程式モデルへの拡張等がそれで

ある。この結果（1）補助方程式の確率化によって得られる拡張モデルは，本来の・

係数制約のほかに因子分析と同じ分散制約を含んでいる。ゆえに推定にあたっ，

てこの両制約を同時に考慮するためには最尤推定法に従わねばならない。しか

し（2）これ以外の拡張モデルにおいては基本モデルの場合と同じようにMD推

定法を適用することができる。しかしその推定量の計算はパラメーターに関し

て適度識別な場合を除いて一般に反復法に従わなければならない。
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　第四章では変数誤差モデルの推定問題がとりあげられた。変数誤差モデルの

補助方程式による推定は，これまでの章で検討した結果の特殊な場合にあたり，

本研究の一つの応用とみることができる。この結果変数誤差を含んだ単一方程

式モデルについては，補助方程式法によって（1）モデルの識別不能性が除去され．

さらに（2）連立体系への移行によって三段階最小二乗法等の適用が可能となる。

他方変数誤差を含んだ連立方程式モデルに関しては，補助方程式法によって（3＞

誤差変数の内生化が可能となり，これによって新たな連立方程式モデルが構成

される。（4）その際出現する各構造方程式の識別は補助方程式に含まれる外生変

数と密接な関係にあるb補助方程式にいかなる外生変数を選択するかは，操作

変数法におけるその変数選択と同ようにかなり任意性が存在する。ここでもこ

の変数選択について確定した結論を求めることは不可能である。た澤ζれらの

外生変数が経済理論の裏付けの基に選択されることは当然であるが，これ以外

に識別問題との関連で述べるならば，体系外の変数からの選択が望ましい。

　以上の諸結果からわかる通り，本書は観測不可能な変数を含むモデルの推定

に関する理論的検討のみに終始し，その実際の経済モデルへの適用は一切行な

わなかった。経済変数に対応する観測値が存在しないという極めて現実的問題

を検討しながら，その理論的問題のみに限定したことは問題の皮相のみを扱っ

たといえよう。結果の各種の経済モデルへの適用は今後の研究課題の一つとし

て残しておきたい。
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