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シミュレーテッドアニーリング法による
     連続系最適化計算について

大西 車＊・上野哲哉＊＊

0n the Contimuous Optimization by Si㎜u1ated ＾nnea1iIlg

Akira ONISHI＊and Tetsuya UENO＊＊

＾BSTR＾CT

 The continuous optimization prob1em is often encountered in industria1 che固istry such as data

Processing of instru㎜enta1 ana1ysi s， exper imental design， ㎜odel ing， optima1 design  and  control

of chemi ca1 P！ants and so for th． At presen t the most typ i ca1 me thod are conjugat e grad i en t al go－

rith㎜and simP1ex a1gorithm．  However，each of both methods has defect，i．e．，there is no guarantee

that the 1ocated point  is  the g1oba1 optimum．  Therefore it is very difficu王t to find out the

g1oba1 optimum for high－dimensiona！ non1inear optimization problems． Learning of neura1 networks

is a1so 1arge－sca1e continuous optimization Prob1em  and  stoPPing of ！earning ensues frequently

comes from i t s l earning a1gori thm based on gradi ent method．

 S imu1ated annea1ing （SA） has deve1oped  as  the method wh i ch has ab i l i ty to 1ocat e the g1oba1

opt imum and has been wi de l y apP l i ed to comb inator i a1 opt i mi zat i on prob1ems．  But i t has not suf－

ficient1y tested to continuous systems．   In this paper we have investigated the practica1ity of

SA for 4 test functions  with 1OO optimization Parameters  and  concIuded that SA is very usefu1

technique for the continuous opt imization．

Key Words＝ continuous optimization， simu1ated anneal ing， neuraユ network

1．はじめに

 化学分野においても最適化計算は，各種機器分析

データ処理，最適実験計画，モデリング，化学プロ

セスシステムの最適操作・設計計算など情報処理手

法の中でも応用範囲が極めて広い数値計算手法であ

る．現在，普及している最適化手法は目的関数の微

係数情報を利用する方法（間接法）としてはDFP法

等の共役勾配法が，また，微係数情報を利用しない

方法（直接法）としてはシンプレックス法が代表的

手法であるが，いずれも大域的最適点に収束する保一

証はない．したがって，大域的最適解を求めるには

いろいろな初期値を与えて試行錯誤を繰り返す必要

があり，高次元の非線形最適化問題の真の解を求め
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ることは容易でない1また，ニューラルネットワー

クの学習も典型的な大規模連続系最適化計算である

が，勾配法に基づくバックプ1コパゲーション方法が

主流であり，極小値に落ち込んで学習が停止してし

まうことも多く，有効な手段が開発されていないの

が現状である．一方，シミュレーテッドアニーリン

グ法（S A法）は大域的最適点を探索できる方法と

して知られており，その組み合わせ最適化問題への

応用例は数多く報告されている．しかし，連続関数

の最適化問題への応用については，膨大な計算が必

要となることから，その実用性については悲観的な

意見もあり，実際に検討した報告例は少ない．しか

し，最近のコンピュータのハードウエア性能の発達

は著しく，S A法の評価を見直してみる時期にある

といえる．そこで著者らはS A法の連続系最適化手

法としての実用性を4種類のテスト関数について詳

しく調べるとともに，計算時間を短縮する方法につ

いても検討した．
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2．S A法による最適化計算アルゴリズム

2．1SA法

 S A法の源はMetropo1isらによって提案された物

質の熱的平衡過程のモンテカルロシミュレーション

法である．Ka1ivasの解説ヨ〕をもとに，Metropo1is法

の概略を以下に示す．

 粒子の特定の配置をシステムの状態と考えると，

システムが温度丁においてポテンシャルエネルギー

E（x）をもつ配置xにある確率P・（x）は次のボルツマン

分布で表される．

PT（】【）：exp［一E（x）／kT］／Σexp［一E（w）／kT］ （1）

           w∈S

える．コントロールパラメータの初期値の決定につ

いて，Kirkpatrickらは最初。。に大きな値を設定し

て予備遷移を行い，目的関数の劣化する方向への遷

移の受理率が50～90％となるように調整することを

提案している、

コントロールパラメータCを減少させるルールをク

ーリングスケジュールというが，Gemanらはこのルー

ルとして（3）式を用いれば必ず大域的最適値に収束

させられることを数学的に証明している．

ci＝c。／1og（1＋i），（i＝1，2，．．．）   （3）

しかし，（3）式をクーリングスケジュールとして採用

すると，最適値にたどり着くには相当数の計算が必

要となる．そ・ごて，実用的には以下のようなルール

が使われる．

ここで，E（w）は配置wに対するポテンシャルエネル

ギー，Sはすべての可能な配置の集合，kはボルツマ

ン定数である．

ci＝／（I－i）／Iい。。，（i＝1，2，．．．）  （4）

I：あらかじめ指定されたクーリングサイクル数

。i＝c。／（1＋i），（i：1，2，．．．）    （5）

 シミュレーションは，まず，温度丁に十分高い値

を設定して以下のプロセスを実行する．

1．粒子配置xからランダムに一つの粒子を選ぶ．

2．各座標方向にランダムな位置を選び，エネルギ

 一E（y）を持つ新しい配置yを生成する．

3．ポテンシャルエネルギーの差△E（yx）＝E（y）一E（x）

 を計算し，

 もし，△E（yx）＜Oならば，

  新しい配置に遷移し，x：yとする．

 一方，△E（yx）〉Oならば，

  次の確率Pで配置yに遷移する．

ci＝αci－1， （i：1，2，．．．）        （6）

0．8〈αく1

 連続系最適化問題にS A法を適用するには，新し

い探索点を次の手順で生成する．すなわち，現在の

最適化変数の位置をn次元ベクトルxとすると，正規

分布乱数N［O，1］からxの次元と等しいn個の乱数uiを

発生させて新しい探索点yを次式によって生成する．

V：Vi＝ui／（uユ，十u呈！十．1．十u、1）ユノ2

y：x＋dv

（7）

（8）

P＝P↑（y）／P↑（x） ：exp［一△E（yx）／kT］     （2）

この過程を繰り返して熱的平衡状態が達成された復

すなわち，与えられた温度丁における最低のエネル

ギー状態になった後，温度を徐々に下げてこのプロ

セスを続行する．この結果，最終的には，最低のエ

ネルギーレベルの配置以外の配置に遷移する確率が

ゼロとなり，真の基底状態配置が求められる．

Kirkpatrickらは上記Metropo1isアルゴリズムが任

意の関数の最適化問題の解法に応用できることを示

し，これをSA法と名づけた．SA法では，式（1），

（2）のエネルギーEを目的関数Cに，粒子配置を最適

化変数に，kTをコントロールパラメータ。に置き換

ここでdはステップ幅である．ステップ幅の大きさ

は数回の遷移で極小値を乗り越えることができる大

きさが理想的ではあるが，最適化関数とコントロー

ルパラメータに依存するために試行錯誤で決定しな

ければならない．標準的な方法としては，最適化パ

ラメータの各々または平均値の20％程度のステップ

幅を選び，前述の予備遷移を行ってコントロールパ

ラメータの初期値を決定することが行われている．

 S A法の長所はそのロバスト性であり，目的関数

の不連続性や各種拘東条件は解を求めるうえでなん

ら障害とならない点である．しかし，メタ戦略に共

通の欠点がある．すなわち，遷移数，コントロール
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パラメータ，ステップ幅などを経験的に決定しなけ

ればならないことである．

2．2一般化SA法（GSA法）

案じている．しかし，この方法では最適化変数の次

元が高くなると収束性が大幅に劣化するため，著者

らはコントロールパラメータを一定とした．本検討

で使用したプログラムをAppendixに付記した．

 G S A法は連続系最適化法として，Bohachevsky

らによって開発された方法である．G SA法では目

的関数の値が劣化する方向への遷移を次の確率Pで

受け入れる．

p二exP［一β△C（yx）／｛C（x）一C（o）｝］    （9）

ここで，βは1／c，C（o）は大域的最適点における目

的関数値である．

C（o）の値は未知であるために推定が必要であるが，

控えめの値から状態遷移を開始し，C（x）一C（o）が負

になった時点で，C（o）をより小さい推定値に修正す

る．GSAではコントロールパラメータを一定とし

てよく，クーリングスケジュールは不要となる．

G S A法はS A法に比較してかなり少ない遷移数で

大域的最適点の近傍に収束することが報告されてい
る．

2．3改良GSA法

3．各アルゴリズムの評価結果

3．1テスト関数

 評価は文献〕舳〕より引用した4つのテスト関数

をそれぞれ重ね合わせて，最適化変数を100までと

して行った．

関数1：f1（x1，x2）＝O．1＋sin（x1）＾2＋sin（x2）＾2

    －O．1＊exp（一x1＾2－x2＾2）

関数2：f2（x1，x2）＝1OO＊（x2－x1＾2）＾2＋（1－x1）＾2

関数3：f3（x1，x2）＝（1＋（x1＋x2＋1）一2＊（19－14＊x1

    ＋3＊x1＾2－14＊x2＋6＊x1＊x2＋3＊x2＾2））

    ＊（30＋（2＊x1－3＊x2）＾2＊（18－32＊x1＋12＊x1＾2

    ＋48＊x2－36＊x1＊x2＋27＊x2＾2））

関数4：f4（x1，x2）＝（4－2．1＊x1＾2＋x1＾4／3）＊x1＾2

    ＋x1＊x2＋（一4＋4＊x2＾2）＊x2＾2＋2．0316

 G S A法の具体的実施法としては，C（x）一C（o）が

負になった時点で，C（o）を1／2とか1／10に更新するこ

とが考えられるが，この方法では目的関数が増加す

る方向への受理率が最終的にゼロにならないため，

一般的に十分な精度で大域的最適値が求められない．

そこで著者らは，G S A法における大域的最適値C

（O）の推定値の更新法として，ゼロまたは小さめの

初期値C。（標準値1．E－5）から開始して，徐々に現在

得られている実際の最小値αi。に近づけていく下記

の基本アルゴリズムを採用した数種類の最適化計算

プログラムを作成して収束性を検討した．

Ci： （Ci一ユ十 C皿i、＊i）／（1＋i） ，（i：1，2，．．、）   （10）

一方，G S A法の欠点を改善するためにKa！ivasら

はより効率的にパラメータ空間を探索するために，

受理率がO．9より大ならば最適点から遠く離れてい

ると判断してステップ幅を増加させ，逆にO．2より

も小ならば最適点の近傍にあると判断してステップ

幅を減少させるとともに，ステップ幅を変更した時

点でコントロー一ルパラメータをも修正する方法を提

 それぞれの関数の3Dプロット図，等高線プ1コット

図および最適化変数区間一5～十5を初期値とした最適

勾配法による収束点の様子を図1～図4に示す．収

束点と最適点の値はそれぞれ以下のとおりである、

関数2は極小値を持たないが，収束点の軌跡にそっ

て関数値の変化が極めでゆるやかな関数である．

f！ ＝O．1 at （（一6．28，一3．14，O，3．1，6．28），

       （一6．28，一3．14，O，3．1，6．28））

f1＊：O   at （O，O）

f2 ＝O～5．56E－1 at （7．33E－1～1，75，

          5．38E－1～3．05）

f2＊：O   at （1，1）

f3 ＝840 at （1．2，O．8）

  84  at （1．8，O，2）

  30  at （一〇．6，一0．4）

f3＊：3  at （O，一1）

f4 ：4．13 at （一1．61，一〇．569） and （1．61，O．569）

  1．81 at （一1．7，O．796） and （1．7，一〇．796）

f4＊＝1   at （一8．99E－2，7．13E－1）

       and （8．99E－2，一7．13E－1）
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3．2S A法における冷却ルールの検討 3．3S A法とG S A法の評価結果

 表1にS A法における冷却ルールの検討結果を示

す．計算に使用したCPUは㎜一K6－360㎜z，言語はMS

－FORTRANである．ルール1，2，3，4はそれぞれ（3），（4）

，（5），（6）式に対応している．ルール4（α＝O．95）が各

関数と最適化変数100までのすべてについて最も優

れた結果が得られた．コントロールパラメータにつ

いては予備遷移計算によって受理事がO．6～O．8とな

るように設定するのが適切であった．ステッナ幅に

ついてはO．2～O．8の範囲で検討したが，全体的には

それほどの影響はなかったものの，O．8では収束が

若干劣化する場合があった．そこで本検討ではO．4

を基本とした．1サイクル当たりの状態遷移数の選

択については（2）式の受理率の平均値がシミュレー

ション計算の値とほぼ同値になる値を目安として試

行錯誤で決定した．また，冷却サイクル数について

は最終的に受理率が十分小さな値（1．E－7程度）とな

るように設定した、最適化変数の初期値は5を基本

としたが，関数3については極値に捕らわれる確率

が高くなるよう考慮して1とした．

関数 ルール 遷移 冷却サイ 関数値 所要時

数 クル数 間［S］

f1 1 500 500 3．40E－2 34

2 500 2．04E－2 34

3 500 8．80E－3 35

4 191 4．86E－3 13

f2 1 1000 1000 9．787 97

2 1OOO 9．478 97

3 1000 9．！38 97

4 238 3．603 23

f3 1 2000 1OOO 1058 198

2 1OOO 45．38 201

3 1000 35．46 203

4 167 35．70 34

f4 1 1000 1OOO 15．19 138

2 1000 14．09 138

3 1OOO 10．20 138

4 222 10．11 31

 表1冷却ルールの検討結果
    最適化変数＝20

関数最小値：f1＝O，f2＝O，f3二30，f4＝10

 S A法とG S A法の評価結果を表2．1～214

に示す．G S A法は（10）式に基づいて推定最適値を

更新していく方法の結果である．GSA法について

は，（10）式よりもゆっくりと目的関数の現在の最適

値に近づけていく2，3種類の方法や受理率がほぼ

ゼロになった時点で通常のG SAアルゴリズムを適

用する方法も検討してみたが特に優れた結果は得ら

れなかった．（10）式に基づくアルゴリズムは受理率

が十分小さな値になった時点で計算を打ち切るが，

一定の状態遷移数X一定のサイクル数（標準値10）の

計算プロセスを各サイクルごとの最適値を初期値と

して5～10回程度繰り返し実行することが効果的で

あった．

 G S A法の場合，コントロールパラメータについ

ては受理率が0．6付近またはもう少し小さめの受理

率に設定することが適切であった．最適化変数の数

が少ない場合はコントロールパラメータの値に収束

性はそれほど依存しないが，多くなるにつれて適切

な値を設定することが必要であった．表より関・数2

と3では最適化変数が1OOの場合，求まった関数値

は真の最適値と比べて差があるが，最適化変数はほ

ぼ大域的最適点の近傍に収束していることが確かめ

られた．

変数 アルコ“ 遷移 冷却サイ 関数値 所要時
リでム 数 クル数 間［S］

20 GSA 1000 1O＊5 3．33E－3 5

50 SA 1000 209 1．27E－2 60

GSA 2000 10＊3 1．O1E－2 9

100 SA 1OOO 207 2．58E－2 115

GSA 5000 1O＊2 I．27E－1 31

表2．1関数1による評価結果
   関数最小値：f1：O

変数 アルコ“ 遷移 冷却サイ 関数値 所要時
リス“ム 数 クル数 間［S］

20 GS＾ 1000 1O＊5 3．303 5

50 SA 2000 272 14．79 118

GSA 10000 1O＊5 11．05 82

100 SA 5000 263 33．69 549

GSA 10000 IO＊5 29．95 133

表2．2関数2による評価結果
   関数最小値：f2：O
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変数 アルコ“ 遷移 冷却サイ 関数値 所要時
リス“ム 数 クル数 間［Sコ

20 GS＾ 2000 10＊5 31．48 7

50 SA 2000 182 99．73 86

GSA 5000 10＊5 106．6 35

1OO SA 5000 172 198，6 391

GSA 1OOOO 10＊5 321．1 138

表2．3関数3による評価結果
関数最小値：f3＝3＊最適化変数／2

変数 アルコ“ 遷移 冷却サイ 関数値 所要時
リス“ム 数 クル数 間［S］

20 GS＾ 500 10＊5 10．17 5

50 SA 1000 271 25．45 87

GSA 1000 1O＊5 30．89 10

100 SA 2000 299 51．25 372

GSA 2000 1O＊5 61．62 38

表2．4関数4による評価結果
関数最小値：f3：1＊最適化変数／2

 図5は関数1について初期値を5とした場合の状

態遷移過程例であるが，図1に示された等高線図の

極小値を巧みに乗り越えて最適点に収束しているこ

とがわかる．

、
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 関数2は極値を持たないため，S A法は勾配法に

はもちろん劣るが，同じ直接探索法であるシンプレ

ックス法よりも大幅に優れる結果が得られた．S A

法は本検討結果および微係数の計算が不要なことを

考えあわせると極めて汎用的で実用的な連続系最適

化手法であるといえる．遺伝的アルゴリズム（GA

法）についても若干検討してみたが，著者らの検討

した範囲内では，最適化変数が数個の場合はS A法

と同等の収束性を有するが，次数が増加するとS A

法の方がはるかに良い結果が得られた、

 図6は表1，2のデータをもとに最適化変数の次

元と計算時間の関係を4個の関数の平均値で示した

ものである．ただし，計算時間は最適化変数20の値

を規準としたものである．総当たり計算法では計算

量は次数の階乗倍となり，次数がユOOになると天文

学的数値となるが，S A法とG S A法の増加率はそ

れに比較して少ない．さらに次数を増やして確認し

てみる必要があるが，ニューラルネットワークのよ

うな大規模連続系最適化問題に対する有用性が期待

される．参考までに従来法との比較のために，関数

5について最適化変数の区間一5～十5を100分割とし

た総当たり計算時間は次数4で269秒であった．した

がって，次数5では7．5時間，次数6では1ヶ月となり

従来法では次数6以上は事実上計算不可能となる．
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図5状態遷移過程例

1◎

4．おわりに

 連続系最適化手法としてのシミュレーテッドアニ

ーリング法の実用性を検討した結果，きわめて有用

な手法であることが確認された．ニューラルネット

ワークの学習も大規模連続系最適化問題であるが，

特に汎化能力を高めるために出力層ユニットの入出

力変換特性を線形としたMR型階層ネットワークは
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勾配法に基づく方法では学習が困難となる場合が多

い．S A法を応用することによって，この問題が解

決できることが期待される．
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＾PPend i x

＊M：最適化変数の数

＊X：最適化変数

＊CMIN：目的関数の最適値

＊XMIN：最適点の座標

＊PHI：全状態遷移に対する受理率

＊PBE：受理率のシミュレーション値

＊PEC：受理率の平均値（9式による値）

     SUBROUTINE GSA（M，X，CMIN，XMIN）

     DIMENS ION X（1OO），XMIN（100）

  300WRITE（＊，＊）’目的関数の推定最適値〉’

     READ（＊，＊） CO

     WRITE（＊，＊） ’ステップ‡萬： DR  〉’

     READ（＊，＊） DR

     WRI TE（＊，＊）’コントロールハ．ラメータ： β  〉’

     READ（＊，＊） BET

     WRITE（＊，＊）’1サイクル当たり遷移数：ITM 〉’

     READ（＊，＊） ITM

     WRITE（＊，＊）’計算サイクル数：ITC〉’

     READ（＊，＊） I TC

     CMIN：F（M，X）

     D0 30 J＝！，M

  30XMIN（J）＝X（J）

     D0 200 IT：1，ITC

     CALL MOVE（M，ITM，BET，CO，DR，X，CMIN，XMI N，

  十PHI，PBE，PBC）

   WRITE（＊，＊）’IT，CMIN，PBCデ，IT，CMIN，PBC

   IF（PHL GT．O．9） DR＝DR＊5．

   IF（PHI．LT．O．2） DR：DR／5．

     IF（PBC．LT．1．E－7） GO T0210

     IF（C0．LT．1．E－7） GO T0 210

   C0：（C0＋CMIN＊FLOAT（I T－！））／FLOAT（IT）

210 do 220 J＝1，M

220 X（J）＝XMIN（J）

200 CONT INUE

   WRITE（＊，＊）’X（’， J， ’）＝’，（XMIN（J），J：1，M）

   WRITE（＊，＊） ，I T，CMIN二’，IT，CMIN

   WRITE（＊，＊）’1：継続 2：終了 〉’

   READ（＊，＊） ICT

   IF（ICT．EQ．1） THEN

     D0 310 J：1，M

310  X（J）＝XMIN（J）

   END IF

   IF（ICT．EQ，1） GO T0300

   END

 SUBROUT INE MOVE（M，ITM，BET，CO，DR，X，CMI N，

十XMIN，PHI，PBE，PBC）

CO㎜ON ZRND
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    DI㎜三NSION U（100），V（1OO），X（100），Y（100），

   十XMIN（100）

    FNN（R1，R2）＝SQRT（一2＊L㏄（R1））＊COS（2＊

   十3．14159＊R2）

    IAC二〇

    IDM＝O

    IDMA＝O

    PS：O

    CX：F（M，X）

    DO 1OO I：1，ITM

    IITM＝I

    UN：O

    DO 120 J二1，M

11O CALL RANDOM（ZRND）

   R1二ZRNl〕

    CALL RANDOM（ZRND）

    R2＝ZRND

    if（R1．EQ．0．0R．R2．EQ．O） GO TO 110

   U（J）＝FNN（R1，R2）

   UN＝UN＋U（J）＊U（J）

120 CONT INUE

   DO 130 J＝1，M

   V（J）＝U（J）／SQRT（UN）

    IF（ABS（X（J））．GT．1．E－2） THEN

     Y（J）＝X（J）十V（J）＊DR＊ABS（X（J））

   ELSE

     Y（J）＝X（J）十V（J）＊DR

   END IF

130 CONTINUE

   CY：F（M，Y）

    IF（CY．LT．CO） CO：CY

    IF（CY．GE．CX） GO TO 150

    IAC＝IAC＋1

   CX＝CY

   DO 140 J：1，M

140X（J）＝Y（J）

    IF（CY．LT．CMI N） THEN

     CMIN＝CY

     D0 160 J＝1・M

  160   XMIN（J）：Y（J）

     END IF

      IF（CO．LT．11E－7） GO T0 200

     GO T0190

  150 IDM＝IDM＋1

      IF（CX．EQ．CO） GO TO 190

     XXX二一BET＊（CY－CX）／（CX－CO）

      IF（XXX．LT一一87．49） XXX＝一87．49

      IF（XXX．GT－87．49） XXX＝87．49

     P＝EXP（XXX）

     P・S＝PS＋P

     CALL RANDOM（ZRND）

      IF（ZRND．GT．P） GO TO 190

      IDMA＝IDM＾十1

     CX＝CY

     DO 170 J：1，M

  170 X（J）＝Y（J）

  190 ZMIN：CMIN

     ZX＝CX

     ZY：CY

  100 CONT INUE

  200 PHI＝FLOAT（二［AC＋IDM＾）／FLOAT（I ITM）

      IF（IDM，NE1O） THEN

       PBE＝FLOAT（IDMA）／FLOAT（IDM）

       PBC：PS／IDM

     ELSE

       PBC：O

     ENI）IF

     END

＊FUNCTI ON 4

     FUNCTION F（M，X）

     DIMENS ION X（100）

     F：O

     D0 10 J：1，M－1，2

     F：F＋（4－2．1＊X（J）＊＊2＋X（J）＊＊4／3）＊X（J）＊＊2

    ＋＋X（J）＊X（J＋1）十（一4＋4＊X（J＋1）＊＊2）＊X（J＋1）＊＊2

     ＋＋2．031628

   10 CONTINUE

     END
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