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第33巻

ハミルトンカ学系の数値計算について

片山登場＊森岡純也＊＊

On Nu皿erica1 Ca1cu1ation of Ha皿i1ton1an Dyna皿ica1 Systems

Noriaki KATAYAMA a頼d Junya M0RI0KA

ABSTRACT

In this short article， we discuss some difference schemes， such as Eu1er scheme， Runge－Kutta

scheme and symp1ecti c integrator， from the viewpoints of dyna皿ical systems． It is we11 known

that for Ham i1ton i an dyna皿ica1 sys tems enengy consevat i on law i s val i d， Th e other property

for Ha皿i1tonian dyna皿1ical systems is known as Liouvi11e’s theorem which means volu㎜e preservation

in phase space． The th ird one is that the f1ow in phase space for our dyna皿i cal syste皿s can be

regarded as a canon i ca1 trans format i on， wh ich㎜eans that sy孤p1ect i c s tructure i s cons erved． For

the difference equat ions derived from Hami1ton’s equat ions are a1so expθcted to be sat isfied wi th

the proper1＝ies mentioned above． For natura1 Ha皿i1tonian dyna皿ユica1 systems wi th two－degree－of

freedoIi1， Potentia1 functions are deter皿ined so that each difference sche㎜e may keep those

properties．

Key Words：Ha皿iltonian dynamica1syste皿s，numerica1ca1culation，Runge－Kutta method，symplectic

integrator， energy consevation， sympユectic structure

1．はじめに

 力学系の解析においては，運動方程式が与えられたと

き，その解が陽に求められることは一般に期待できない．

そこで，計算機による数値計算法が適用されその数値計

算結果により力学系を考察することになる．そこでは，

与えられ微分方程式を差分方程式に書き換える差分化の

手続きが必要になってくる．以下，本報告書では力学系

の中でもハミルトンカ学系を考察対象とする．従って，

運動方程式は正準方程式で表され，連立常微分方程式の

数値計算の問題となる．

 さて，ハミルトンカ学系においては，以下の4点の重
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要な性質が知られている．第1点は，ハミルトン関数が

時間変数を陽に含まないときは，ハミルトン関数が保存

量（第一積分，運動の恒量ともよぶ．）となっている点で

ある．つまり，エネルギー保存の法則が成立している．

次に，第2点は対応するラグランジュ関数の作用積分の

極値を運動方程式は与えている点である、これは，変分

原理またはハミルトンの原理と呼ばれている．さらに第

3点は，Liouvi11eの定理として知られている相空間に

おける体積保存の性質である．最後に，第4点は相空間

における力学系の流れが，正準変換となっている点であ

る．これは，流れに沿ってシンブレクティック構造が保

存されるとも言い換えられる．

 これらのハミルトンカ学系の重要な性質を差分化の手

続きによって得られた差分方程式が満たしているかどう

かは重要な問題である．ただし，差分化によって得られ

た差分方程式は，ある離散力学系の運動方程式と見なさ

れて，連続系のものとは異なる系であるとする立場も考

えられるが，ここでは，連続系の性質が離散系にも継承

されるべきだとする立場をとっている．
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 さて，差分化の方法にはいろいろある．つまり，常微

分方程式の独立変数である時間変数を，差分化すること

により得られる差分方程式は，時間差分幅をOとする極

限においてもとの常微分方程式に一致すればいいといプ

要請からいろいろな差分化が考えられる．古典力学の性

質に着目した研究は多く発表されている［1，2，31．ここ

では，オイラー法，2次のルンゲクッタ法，1次のシン

プレクティック法（以下1次のSI法とかく），2次のシ

ンプレクティック法（以下2次のSI法とかく）の4つ

の差分化の方法について，上述のような力学系の観点か

ら考察する．ただし，ここで用いるS I法は，吉田によ

って提案された差分スキームを用いる［4］．次に，考察

対象とするハミルトンカ学系は自由度2の自然ハミルト

ン系とし，各差分方法がハミルトンカ学のそれぞれの性

質を満たすための，ポテンシャル関数を決定する．

 本小論では，総和の規約を用いることとする．また，

本小論の構成は以下のようである．まず第2節でハミル

トンカ学系の性質について簡単に述べる．第3節では，

4つの差分法をそれぞれ自由度2の自然ハミルトン系に

対して，適用したときを考察し，同時にポテンシャル関

数の満たすべき条件を明らかにする．第4節で緒言を与

える．

で与えられる．オイラー・ラグランジュの運動方程式は

座標系の選び方によらず，（2．1）式の形をとるという

特徴がある．すなわち，次のような変数変換（座標変換）

によって，方程式を解きやすいような形に変換する事が

考えられる．つまり，変換前の変数を（ゲ），変換後の変

数を（σ）とするとき，次式のような

    g1＝91（ρ1，…，9”）

        ：           （2．3）

    ゲ＝9”（91，…，ρ”）

変換のもとでは，オイラー・ラグランジュの方程式は形

を変えない．ここで，注意すべきことは，（2．3）式の

右辺にはσの時間微分が含まれていないということで

ある．つまり，すでに述べたように物理的にいえば，位

置をあらわす変数間の変換に限られる．この枠組みをさ

らに広げて，さらに一般の変数変換においても方程式の

形を変えない力学の形式が次項に述べるハミルトン形式

である．

2．2ハミルトンの方程式（正準方程式）

2．ハミルトンカ学系

 本節では，次節以降の差分化の持つべき性質と考え・る

古典力学系の性質について簡単に説明する．

2．1 オイラー・ラグランジュの方程式

自由度〃の力学系において，一般化座標を（グ），一

般化速度を（ゲ）， （ゴ＝1，…m）とするとき，力学系の

ラグランジアンzは次式で定義される．

      Z（9，9）＝rイ．  （2．1）

ここで，rは運動エネルギーを表し，グはポテンシャル

エネルギー（位置エネルギー）を表す．このとき，力学

系の運動方程式は，次のオイラー・ラグランジュの方程

式

々÷・ （2．2）

まず，最初に一般化座標（ゲ）と一般化速度（ゲ）から

一般化運動量（ρ’）を

       班
    ρ、＝ ．      （24）
       ∂グ

で定義する．（2，4）を用いて，（ゲ）をgとρで表す

ことができるとし，ハミルトン関数∬は

      〃      ●

   〃＝Σρ、グーZ     （… ）

      ’＝1

で定義されるgとρの関数である、ハミルトン関数より，

ハミルトンの正準方程式は

’’ 紐   ’  研
9＝一， ハ＝一丁    （2・6）
   φ     吻

で与えられる．

2．3ハミルトンカ学系の性質
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2．3．1エネルギー保存の性質
 ハミルトン関数は力学系の全エネルギーと見なすこと

ができ，運動に沿って保存される性質がある1これをエ

ネルギー保存の性質と呼ぶ、ここで，ハミルトン関数は

時間変数。を陽に含まないものとする．このとき，

aH 班aグ 班伽一＝       十
〃  ∂ゲ〃  私〃

より，正準方程式（2．6）を上式に代入すれば，

苧・緒・署ぼ・・（…）

となり，エネルギー保存の法則が導かれる．

2．3，2ハミルトンの原理
 ラグランジュの運動方程式は，ラグランジアンムが与

えられたとき，次の積分

   ∫一r工（・ら）励  （…）

で定義される作用積分∫の極値を与える．これを，ハミ

ルトンの原理または変分原理とよぶ．

2．3．3 リュービルの定理

 一般化座標（ゲ）と一般化運動量（ハ）のなす2〃次元

の空間を位相空間または相生問と呼ぶ．このとき，運動

方程式に伴う，一般化座標（ゲ）と一般化運動量（ρ’）の

時間発展は位相空間内の曲線を表す．このとき，位相空

間内において，（ゲ）と（ハ）によって作られる体積要素

掘

n吻’φ、は時間発展に対して不変である．これを，リ
i＝1

ユービルの定理と呼ぶ．つまり，運動方程式に伴う相空

間内の任意の時間発展△c後の変数のうち，一般化座標

を（σ），一般化運動量を（4）とする．

σ・ゲ（1＋△C）， ξ＝ρi（C＋△C） （2・9）

このとき，変数変換のヤコビアンをノとして，

同               〃

n妙明・ノπ吻吻、  （・…）
i＝1          j＝1

となる．

 つまり，

ノ＝
∂（ρ1，…，4）

∂（91，…，ρ掘）

処
勿1

D

且
勿’

とおくとき，リュービルの定理は

     ノ＝1

と表される．

亙
私

星
φ”

（2．11）

（2．12）

2．3．4 正準変換
 ハミルトン系の運動方程式は，正準方程式（2．6）

で表されるが，どのような変数変換のもとで正準方程式

が形を変えないかを調べるのが正準変換の理論である．

変数変換を

gl＝91（21，…，ρ”，β，…，4）

グ＝9掘（21，…，ρ”，β，…，4）

ρ1＝ρ1（ρ1，…，ρ”，β，…，耳）

ρ”＝ρ”（ρ1，…，ρ”，β，…，耳）

とかくとき，微分形式を用いると

   〃                    〃

  Σ吻，〈吻㌧Σ明くaσ （・… ）
  ’＝1－       j＝1

を満たす変換が正準変換となる．つまり，新しい変数

（σ）と（4）を用いても運動方程式は（2・6）の正準

方程式の形をとる．さて，リュービルの定理と同様に運

動方程式に伴う一般化座標と一般化運動量の時間発展を

変数変換と見なすとき，正準変換となり（2．13）式

が成立することが示される．つまり，運動方程式の解は

正準変換となっているといえる．

3．力学系の性質と4つの差分法

 この飾では，第2節で述べたハミルトンカ学系の4つ

の性質といくつかの差分化により得られた差分方程式と

の関係を調べる．考察対象としては，自由度2の自然ハ

ミルトン系を考え，力学系の性質を満たすべきポテンシ

ャル関数の形を決定する．自由度2の自然ハミルトン系
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とは次の形のハミルトン関数をもつ力学系である．

・・ y1（ハッ・（剛・グ（舳（…）

ここで，γ（g1，g2）はポテンシャル関数である．運動方

程式は正準方程式から

’i    ．  ”
9＝ん  μ＝一；丁

           勿
（5＝1，2）

     （3．2）

                      となる．

 以下，式（3．2）を4つの差分法で差分化して，力

学系の性質をどの程度保存しているかを調べる．また，

以下の議論では，特にことわらない限り添え字3，ノ，々は

1または2をあらわす．

3．1 オイラー法

 オイラー法は，微分方程式

   φ
  一＝！（X，y）     （3，3）
   幽

か与えられたとき，

y（X＋～）＝y（X）十！（X，y（工））〃  （3．4）

の差分式で与えられる差分法である．ここで，～は独

立変数Xの差分幅をあらわす．したがって，（3．2）

は次の差分式となる．

ゲ（7＋△ご）＝グ（c）十ρ、（7）△7

           ∂γ        （3．5）
ρ、（1・△1）・ρ、（1）一丁（グ（f），92（r））△1

           ∂g

まず，最初にエネルギー保存の性質を調べる．（3．5）

とハミルトニアン（3．1）より，

∬（ρ、（c＋△7），ゲ（け△τ））

・・（舳）・（ｩ芳γ・／券T／・

となる．ここで，0（△戸）は，△C3以上のオーダーを表

す．したがって，一般にエネルギーは保存されない．特

にエネルギーが保存されるためには，必要条件として以

下の微分方程式を満たさなければならない．

／糾・／純一・

 ∂2γ

    ＝O
∂g’∂g2        （3．7）
∂2γ

    ＝O
∂（9’）2

∂2γ

    ＝O
∂（92）2

 これらの偏微分方程式を解くことにより，

     γ＝定数

がえられる1連にこのときは，エネルギーが保存される

ことが示される．つまり，力学的には，自由運動のとき

のみ，エネルギーが保存される．

 次に，リュービルの定理を調べる．（2．11）式のヤ

コビアンは，（3．5）より次のようになる．

1・1・
^、毒手・、毒≒／〃

帖ポ島プ’8）
したがって，リュービルの定理も一般に成立しない．特

にリュービルの定理が成り立つためには，以下の偏微分

方程式が成立することが必要十分である．

∂2γ  ∂2γ
    十    ＝0

州2例2
∂蒜、ポ品丁・・

これらの連立偏微分方程式を解くことによって，次のポ

テンシャル関数が得られる．ただし，Cl，o2，03は定数で

（今プ←1蒜舳・蒜・・1糾11ψ、ψ十ら 、3．、）

十0（△戸）               （3．6）   さらに，オイラー法が変分原理を満たすかどうかを調
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べる．まず，g㌧＝ゲ（ご十n△7）とおき，離散ラグラン

ジアンzを次のように定義する．
    〃

・十一片十舳
                    （3．10）

このとき作用積分∫は次のように与えられるとする．

∫・Σz”△1

したがって，g㌧が∫の極値を与える条件

（3．11）

∂7

   ＝0
∂g二

から

∂γ（9二，9；）一g二十r9二．1＋2gl

       ＝            （3 12）
  ∂g二    △C2

が導かれる．他方，オイラー差分（3．5）より導かれ

る差分式は

∂γ（91，9二）一9二、。一9二十2gl＋1

      ＝            （3 13）
  ∂gl    △C2

となり，一般に変分原理は満たさない、特に，ポテンシ

ャル関数が

γ・・191＋・。92＋・。    （・、14）

で与えられるときは，（3．12）の左辺がnによらな

い定数となり，変分原理を満たすということが言える．

 最後に，差分式の時間発展が正準変換となっているか

を調べる．第2節で述べたように2次微分形式を調べる

と次のようになる．

頃く研＝物く吻’

・（・l^和・ψ・、細・ガ〕

・（・1ブ／蒜／㎞・ガ・軌・ψ）

ここで，ゑとグは

（3．15）

ゑ＝ρi（C＋△C）， クイ（プ十△ご）（3，16）

とする．したがって，オイラー法では一般に時間発展は

正準変換とはなっていない．とくに，（3．15）から，

ポテンシャル関数が（3．14）で与えられることは，

正準変換となるための必要十分条件であることが分かる．

3．2 2次のルンゲ・クッタ法

 オイラー法と同様に2次のルンゲ・クッタ法につ

いても力学系の観点から調べる．用いる記号はオイ

ラー法の時と同じ意味である．

 2次のルンゲ・クッタ法とは，微分方程式

  吻
  一＝！（X，y）     （3．17）
  菰

が与えられたとき，

  y（x＋虹）＝y（γ）十

年・㌻・（1）・士軌・）ト（3’18）

の差分式で与えられる差分法である．したがって，方程

式（3．2）から

グ（プ十△c）＝グ（7）十ρ、（f）△7

一士（・鳴（ゲ（舳））／

ハ（c＋△7）＝ハ（プ）一

   ∂7    △ご      △プ
  一（91（1）・一ρ、（1），〆（1）・一ρ、（1））△1

   ∂g   2     2

                    （3．19）

が差分式となる．まず，エネルギー関数つまりハミルト

ン関数の時間変化をしらべると，長い言十算から

〃（ρ，（c＋△ご），グ（c＋△ご））＝

舳グ（f））・（|／赤〆・名≒刈

・（ｻ久岸〆ハ・蒜〆／
斗0（△〆）

                    （3．20）

を得るので，エネルギー保存の性質は一般には満たさな
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い．オイラー法の時と同様に，エネルギー保存を満たす

ためには，一般化運動量ハの独立性から

 ∂37
    ＝0
∂（91）3 ’

 ∂サ
    ＝O
∂（92）3’ @．   （。、。。）

  ∂ヨグ

      ・・0
∂（91）2勿2’

  ∂37
      ＝O
勿1（勿2）2’

が必要条件であるが，これらの偏微分方程式を解くこと

により

7＝・，グ十・、十aゴ止〆〆

がポテンシャル関数の必要条件として得られる、ここで，

ci，aJ止，（ゴ＝1，2，3，ノ，κ・・1，2）は定数である．このポテ

ンシャル関数を（3．・20）の右辺に代入することから，

エネルギ」保存のための十分条件として（3．9）の1

次式の形のポテンシャル関数をえる．つまりポテンシャ

ルから導かれるカが一定の時にエネルギー保存は成立す

る．この結果は，オイラー法の時の結果グ＝定数に対

して差分近似の次数が1次高くなったことに相当してい

る．

 次に，リュービルの定理に調べる．リュービルの定理

に現れるヤコビアン（2．11）式は差分式（3．19）

より得られる．しかし，計算結果が非常に長いのでここ

では示さずに，ノ＝1となるためのポテンシャルの満た

すべき必要十分を示しておく．やはり，一般にはリュー

ビルの定理は成立せず，ポテンシャル関数が（3．9）

の1次式であることが，リュービルの定理を成立させる

ための必要十分条件であることが示される．

 さらに，オイラー法のときと同様に，変分原理と時間

発展が正準変換となる2つの性質はともに，ポテンシャ

ル関数が（3．9）の1次式であることがこれらの2つ

の性質を満たすための必要十分であることが示される．

3．31次のシンプレクティック法
 1次のS I法について，力学系の性質を保存している

かを以下調べる、まず，一般のハミルトニアンに対して

は，1次のS I法差分式は以下（3，22）で示される

ように，陰解法となっている．．

ゲ（舳）・州・・1 y（1・・w））

ハ（舳）・ハ（1）一・浮（グ（1・・M1））

            勿

                    （3．22）

ところが，我々の考察する自然ハミルトン系では，次の

ような差分式となり陽な解法となる．

ゲ（c＋△c）ニケ（ご）十△例（プ）

            ∂7     （3，23）
ρ’（c斗△ご）＝ρi（プ）一△㌧丁

            勿、、弓（、、。、）

 この差分式に対して，オイラー法の時と全く同様にし

て4つの性質をしらべる．まず，エネルギー保存につい

ては，ハミルトン関数の時間発展が

H（ρ’（∫十△c），グ（c＋△c））＝

帥舳・山
^／割2・／刈

（今プ／和2・、ポ・・寄与舳／

十〇（△戸）

                    （3．24）

となる．従って，エネルギー保存のためには

／剖2・／割2一・蒜一・、3．2、）

∂2γ      ∂2γ
    ＝0        ＝0
∂（92）2’  身1勿2

を満たすことが必要条件となり，連立の偏微分方程式か

ら，7＝定数の条件が得られる．逆に，グ＝定数はエ

ネルギー保存のための十分条件でもあることは容易に示

される．

 また，変分原理ついては差分式が（3．12）式を満

たすかを確認すればよい．差分式（3，23）から容易

に（3，12）を導くことができ，1次のS I法は離散型の変

分原理を満たすことが示される．

同様に，時間発展が正準変換となる性質は，少しの計算

で

2                        2

Σ物ミ（c＋△c）〈φ、（c＋△ゴ）＝Σψ（c）吻’（c）

i＝l                      i＝1
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                    （3．26）

が成立することが示される．また，（2．11）に対応す

るヤコビアンも

            ノ＝I   （3．27）

となる．つまり，任意のポテンシャル関数について，リ

ュービルの定理が成立し，また，差分の時間発展が正準

変換となっていることがわかる．

3．42次のシンプレクティック法

 2次のシンプレクティック法の差分式は，考察対象と

する自然ハミルトン系においては，次の形をとる．ただ

し，g，ρは中間変数である．

、i   △cgこゲ（τ）十一ρ、（c），

       2

．      6グ
ハ＝ρi（c）一△㌧丁 ，
        句切i＝ゲ

      、j△7＾
グ（c＋△c）＝9＋一ρ三，
         2

ρi（c＋△プ）＝戸ガ

（3．28）

吉剛こよって示された2次のS I法で一般には，パラメ

ーメタを含んでいるがここでは適当に数値を仮定した差

分式を用いている．

1次のS I法のときと同様に，エネルギー保存則から調

べると，差分式（3，28）より

H（ρ’（c＋△f），グ（c＋△c））＝

・（舳））・（|／赤パ・ぷ・刈

・（ｻ、（ぷ（。、か、（鳥〆／

十〇（△C4）

                    （3．29）

となる．従って，エネルギー保存則は成立しない．エネ

ルギー保存が成立するためには，（3．29）より次の条

件が必要条件として得られる．

∂サ     ∂サ
    ＝0       ＝0
∂（91）3’ ∂（92）3’
                    （3．30）
  ∂サ       ∂3γ
       ＝O、        ＝O
∂（91）2∂（92）’ ∂（9’）∂（92）2

条件（3．30）は2次のルンゲクッタの時のエネルギ

一保存が成立するための必要条件と同じであり，グは

グの2次以下の多項式で表される．この必要条件として

求まったポテンシャル関数から，再び（3．29）式を

計算して，エネルギー保存が成立するための必要十分条

件として，（3．9）式の1次式を得る．

 次に，変分原理については，差分式（3．28）から

ハを消去してゲの2階差分式を書き下すことで

■9ﾄ十2g二・去芳／・1・昔刈

・；若い昔ぺ・

                    （3．31）

となり，（3．12）とは一致しない．つまり，1次のSI

法のときとは，対照的に変分原理は成立しない．ただし，

（3．31）より，エネルギー保存が成立するための必

要条件と同様，グはグの1次式で表されるときは，離

散型の変分原理が成立しているといえる、

 最後にリュービルの定理とシンブーレクティック形式の

保存性であるが，ともに簡単な計算から

 2                         2

Σ吻’（7＋△c）〈φ、（7＋△ご）＝Σ吻’（c）〈φ、（c）

’＝l                        j＝1

                    （3．32）

            ノ＝1     （3． 33）

を示すことができ，両性質が満たされることが分かる．

4．緒言

 本研究では，ハミルトンカ学系を数値計算するときの，

差分化の方法について力学系の観点らか調べた．特にハ

ミルトン系の中でも，自由度2の自然ハミルトン系にた

いして，オイラー法，2次のルンゲクッタ法，1次のS I

法，2次のS I法の4手法の差分化を，エネルギー保存，

リュービルの定理，正準変換（シンプレクティック形式

の保存），および変分原理の4点の立場から考察した．そ

して，S I法の方が連続力学系のもつ性質の多くを離散

系でも保存していることがしめされた．ただし，変分原

理については1次のS I法では成立したが，2次のS I

法では成立しなかったのは，離散ラグランジアンを（3．

10）と定義したことによると考えられる．これらの結

果は一般の自由度〃の自然ハミルトン系へ拡張される．
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本小論の結果を表にまとめると、以下の表のようになる。

表1． ハミルトン系の性質と自然ハミルトン系に対する差分化の性質

正準変換

エネルギー保存の 離散型の変分原理 リュービルの定理 （シンプレグティ

性質 ・ク尻式の
・一ﾊに成立せず 一般に成立せず 一般に成立せず 一般に成立せず

オイラー法 7＝定数の時のみ γ＝1次式の時の γ＝1次式の時の ザ＝1次式の時の

成立 み成立 み成立 み成立

一般に成立せず． 一般に成立せず 一般に成立せず 一般に成立せず

2次のルンゲクッタ法 グ＝1次式の時の ザ：1次式の時の 7＝1次式の時の グ＝1次式の時の

み成立 み成立 み成立 み成立

一般に成立せず

1次のS I法 グ＝定数の時のみ 成立する 成立する 成立する

成立

一般に成立せず 一般に成立せず

2次のS I法 γ：1次式の時の グ：1次式の時の 成立する 成立する

み成立 み成立

今回の報告では、数値計算の前処理であるの差分化につ

いての議論のみを行った。これらの解析を踏まえた数値

言十算結果については、次回の機会に報告する予定である。
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