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1．緒  言

 統計学を教えることの1つの目標として，統計的推論

について理解させることがある、母平均μ，母分散。2の

正規母集団M（μ，o2）から取った大きさnの標本の

標本平均了はM（μ，o2／n）に従う．また，標本分

散52について，（n－1）52／02は自由度”一1の

プ分布に従う．この知識があれば，μや。宮を推

定することや，μや。2に関する仮説を検定すること

が出来る．このように，統計的推論を学生に理解させ

るためには，そこに現われる統計量の確率分布，つま

り標本分布についての知識を与える必要がある．

 標本分布は，確率密度関数（以後，簡単に密度関数と

いう）によって理論的かつ厳密に定義されている．そこ

で，各標本分布の性質や各分布間の関連についての定理

を学生に教える際は，密度関数を用いた証明を理解させ

る、そのためには，学生が微分積分について熟達してい

なければならない．証明の細かいところまで追うことの

出来る学生には，定理や証明の羅列だけでも知識を与え

ることは不可能ではない．しかしそれだけでは表面上の

知識に留まり・さらに深く，納得の域まで到達する学生

は少ない．標本分布に関する知識をさらに深めさせる方

法の1つとして，各々の定理の正しさを経験によって納

得させる方法がある．この方法では，学生に実験をさせ

て，各定理の述べているとおりの結果が実際に起こるこ

とを確認させることが重要である．本研究は．この実験

のための教材の開発を目的としている．

 学生は乱数という素材を比較的身近に感じているので，

今回開発した教材では，実験に乱数を使用した．乱数の

中でも一様乱数が最も簡単に得ることが出来る、そこで

一様乱数から，各定理を使って各種乱数を作成する実験

をさせることにした1しかし，何千回，何万回とサイコ

ロを振らせたり，銀を引かせたりして乱数を得ることは，

時間を大量に浪費するので．授業の中で学生に実行させ

るのは不可能である．そこで今回はコンピュータ・シミ

ュレーションを利用した．それ故，退屈な繰り返し作業

から学生を解放し，より本質に近づけることが出来る．

本教材は，表1のように．本校計算機センターのパソ

コンを使用して，授業の一環として運用されることを想

定している．なお，平成3年度の工業化学科および土木

工学科5年の学生を対象に本教材を実践した．その結果

は6節で詳しく述べる．
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表1 使用環境

コンピュータ

 O  S
 ’≡…   …五

富士通  FMRシリーズ

MS－DOS Ver3．1

F－BASIC86HG Vl．2
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2．標本分布に関する諸定理

 本教材で学生に学習させる定理をここにあげる．各定

理の証明については青木の著書Uを参照されたい．

定理1 中心極限定理

 母平均μ，母分散02の任意の母集団から取った，大

きさ”の標本の標本平均を7とするとき，規準化された

確率変数（アーμ）／（σ／偏）の分布は，”→ooのとき

規準正規分布M（o，1）に収束する．

定理2 正規分布とπ2分布の関係

 確率変数2が規準正規分布に従うとき，固＝宮2は自由

度1のγ2分布に従う．

定理3 κ一2分布の再生性

 2つの確率変数”、〃が．それぞれ自由度m，nのZ2

分布に従い．しかも互いに独立なとき．その和”十口は

自由度m＋nの〆分布に従う．

定理4 が分布とF分布の関係

 定理3と同じ仮定で，自由度を加味しだん2比

         ω！止ノ五
           吻   ”

は，自由度（m，”）のF分布に従う．

定理5 ’分布とF分布の関係

 確率変数fが自由度閉の’分布に従うとき，ω＝’2

は自由度（1，n）の月分布に従う．

定理6 スチューデント比の分布

 正規母集団M（μ，02）から取った大きさ蘂の標本

の標本平均をπ，標本標準偏差を∫とするとき，次の変

量’（スチューデント比）は，自由度掘一1のC分布に

従う．

               s
       c＝（卜μ）ノ（㌃）

3．各種乱数の作成とその確認

 各定理をつかって各種乱数を作成する方法の例と，そ

れぞれの分布に従っていることを学生に確認させる方法

をここで述べる．

 各種乱数を作成する基礎となる［0，1コ上の一様乱

数はBASICに組み込まれているRND関数により得る

ことが出来る．例として，一様乱数から正規乱数を作成

する方法を述べる．定理1を用いると，［0，1］上の一

様分布に従う独立な確率変数∬1，κ2，……，舳に対

して，

     2＝刈十狗十・…・・十κ12－6

とおけば，εは近似的に規準正規分布〃（O，1）に従

うことがわかる．一様乱数から正規乱数を作成するには

ここにあげた中心極限定理を用いる方法の他にも種々の

方法がある．例えば，「逆関数法」や「Box－Mu11er

の方法」などが考案されている．中心極限定理を用いる

方法は，あくまで規準正規分布の近似でしかないのだが

その近似は非常によいことが知られている2〕．しかも，

計算方法が簡単なので，今回は中心極限定理を用いる方

法を採用した．正規乱数を作成した後，さらに定理2か

ら定理6を用いると，近似的に各分布に従う乱数をj順次

作成していくことが出来る．

 こうして作成した乱数がそれぞれの分布に従っている

ことを学生に理解させるには，以下のようにする．

 確率変数∬についてヒストグラムを描いて調査するこ

とを考える．∬に関して，冶個の階級に分けて，その階

級幅を｛とする．調査総数を〃として，第’階級の度数

を州とすると，

      n＝n1＋閉2＋…… 十舳

である．通常のヒストグラムでは，その高さを度数～

とするので，ヒストグラムの総面積は

    n1危十”2危十・・・…十舳片二〃

となる．そこでヒストグラムの高さとして～ではなく

～／（〃）をとることにするとヒストグラムの総面積が

1になる．さらに，nを限りなく大きくし，比を限り

なく0に近づけることによって，ヒストグラムの極限は

密度関数のグラフとなる．

 学生には前もって通常授業の中で，標本分布に関する

定理とその証明を説明する、さらにヒストグラムと密度

関数のグラフの関係も説明しておく．ただし，この段階

では前述のように，表面上の知識に留まっている学生が

多い．そこで，充分大きなnと充分。に近い｛に対して，

作成した乱数のヒストグラムを描く．ヒストグラムと，

その乱数が従うべき分布の密度関数のグラフを見比べさ

せればよい．2つのグラフが極めて近い形になる様子を

見せるのである．各乱数がそれぞれの分布に従うことを

確認した学生は，定理の正しさを納得し，より深い理解

を獲得出来る．

 また，これは本教材の主目的ではないのだが，本教材

によって学習させ得ることがもうひとつある．それは，

密度関数のグラフ自身についての学習である．密度関数

はかなり複雑な式で表されており，グラフを式から直接

イメージすることは不可能である．ここでも微分積分の
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知識を利用すれば，増減や極値については計算によって

知ることが出来る．しかし，特にκ2分布やF分布，’

分布については自由度によってグラフの形が変わってし

まうことからも，やはり実際のグラフを見た方が理解し

やすい．本教材では，”2分布やダ分布，’分布につい

ても．使用者が自由度を任意に選ぶことが出来る、学生

は各自が見たい密度関数のグラフを簡単に描かせること

が出来る．そういう意味でも本教材は非常に有益である．

4．開発したソフトウェアについて

 本研究で開発したCAI教材のソフトウェアのあらま

しと，実際に学生に使用させるときの様子をここで説明

する．

 本教材はBASIC言語を使用しており，かつ特殊な命

令は使っていないので，他の機種のコンピュータに移植

することは容易である、開発にあたっては，NECの

PC－9801を用いて行った．F－BAISC HGとN88

BASIC（86）の間には，中間言語レベルの互換性はな

いが，MS－DOS上であればメディアの互換性があるの

で，テキストファイルは互いに読み書きが出来る．グラ

フィックス関係のコマンドとパラメータを書き換えるだ

けで移植作業は完了する．

 本教材を使用するには，まずMS－DOSからF－BA－

SIC HGを起動させ，本プログラムを1oadの後，実

行させる．すると図1に示すように，画面にタイトルが

表示される．この画面では，個数と自由度の入力を促さ

れる．ここでは，カーソルキーのみを使用するだけで，

各自が自由に個数と自由度を選択することが出来る．な

お，ここでの個数とは，各分布において作成される乱数

の個数のことで，小さい値であれば，ヒストグラムによ

る密度関数のグラフの近似が悪くなるが，計算時間は少

なくてすむ1反対に，大きい値であればその逆である．

また自由度とは，この後の画面で表示される分布の自由

乱数撤シミュレー池さ

度で，mと”の2種類の自由度を入力する．個数と自由

度を選択したのちリターンキーを押すと次の段階に移る．

画面は9分割される．選択した値から，最初に規準正規

分布の密度関数のグラブが表示されたのち，自由度1の

κ2分布，自由度mの〃分布，自由度〃の〆分布，自

由度（1，m）のF分布，自由度（1，〃）のF分布，

自由度mのサ分布，自由度“の’分布の合計9つのグ

ラフが表示される．

 このとき．グラフが1っ表示される度に．プログラム

はキー入力を受けるまでいったん停止する．これは密度

関数のグラフ自身についての学習のための配慮である．

プログラムが停止している間に，各グラフの特徴や性質

について学生に解説することが出来る、

  一様乱数から各種乱数を作成する

乱数の個数 1 io0 500固ヨ。oo ioooo

日由度 m  1 1 2 3 囚 5 6 7 8 9

日由度 n ： I 日 3 4 5 6 ？ 8 9

 鮭億一1忌敬三蹴て下さい

一1 ’一 S

2乗 由 11．4 i昌1．」

＝4． 呈4 ま2

図2 密度関数のグラフの表示

図1 初期画面

 このようにしてすべての密度関数のグラフを表示した

後，いよいよ乱数の作成が始まる．前節で述べたように，

各定理を利用して一様乱数から各種乱数を作成する．次

々に作成されていく乱数のヒストグラムを描いていく、

もちろん初期画面で指定された個数をすべて作成したの

ちに，度数分布を調べてからヒストグラムを描くことも

出来る．しかしそれでは結果のみを提示することになり，

教科書等に書いであることと本質的には同じことになる．

それでは，本教材の所期の目的であるところの，定理の

正しさを学生に納得させることは難しい．そこで乱数を

ひとつ作成する度に，ヒストグラムの，その乱数の値の

属する階級の部分を1度数の分だけ上に延ばす．その様

子は，あたかもタイルがひとつ積まれたように見える．

そこには，一見でたらめにタイルが積み上げられていく．

しかし，積み上がるにつれて，定理の導くところによっ

て，はじめに描かれていた密度関数のグラフと同じ形の

山になってしまう、この事実を学生の目の前で展開する

ことが出来る．順々にタイルを積んでいき，ヒストグラ

ムが変化する過程を学生に見せることによって，学生の

実感を引き出すわけである．ひとつのタイルの大きさは，

一87一
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初期画面で選択した個数まで積み上げられたときに面積

が1になるように計算される．なお，タイルの形につい

ては，あまり縦横の長さがくい違うと出来上がったヒス

トグラムの細かな凹凸が激しくなる、そこで，自動的に

タイルが画面上で正方形に近い形になるようにしてある．

 各分布の乱数をひとつずつ作成し，前述のように画面

の，その分布の密度関数の描いてある部分で，作成した

乱数の値の階級のところにタイルをひとつずつ積む．こ

の作業を乱数の個数だけ繰り返すと，すべてのヒストグ

ラムが同時に完成する．

には一定の算方によって計算された，一見して明白な規

則性のない数列が用いられている．これを疑似乱数列と

呼ぶ．疑似乱数列には周期が存在することがあるが，一

般にこの周期は非常に長いので，周期内の部分を用いる

ことによって，この欠点を回避することが出来る．

 コンピュータで一様疑似乱数列を作成する方法にもい

くつかあるが，次のような方法が有名である．なお，以

後は疑似乱数列も簡単に乱数列と書く．

・平方採中法

 フォン．ノイマン（Von Neumam）が考案した方

法で，古くから知られている．例えば4桁の乱数を作る

場合，はじめに4桁の数r oを取る．例えば，乱数表か

ら取ってくれぱよい．これを2乗じて8桁の数とし，そ

の3桁目から6桁目までの中央の4桁を取り71とする．

この71をまた2乗じてその中央の4桁を取り72とする．

この操作を繰り返して得られた数列

      70．71， 72，

が乱数列となる．ただし，初期値によっては周期的に同

じ値が繰り返して現れる場合もある．また，この方法で

得られた乱数列の性質をきちんと調べることは難しいの

で，この方法は現在ではあまり用いられていない．

図3 ヒストグラムの完成画面

5．一様乱数に関する若干の注意

 乱数は，本教材の基礎となるが，他にもモンテカルロ

法による計算や，統計的手法における標本抽出などにも

不可欠である．乱数の概念は誰でも持っていると思われ，

また常識的にはサイコロや薮を使って簡単に乱数列を得

ることが出来るが，乱数そのものについては，はなはだ

曖昧に理解している場合が多い．ここでは，乱数の性質

を出来るだけ明確にし，さらにコンピュータにおける乱

数の正当性を確認しておく．

 統計学的な乱数列の定義によると，「乱数列は，同一

分布に従う独立な確率変数の系列の実現値である」とな

る．この定義をさらに厳密にすることは難しい．しかし

実用的には，適合度，独立性などのいくつかの性質につ

いて統計的検定に合格した．規則性を持たない数列をも

って乱数列として充分であろう．サイコロや鍾について

は，実験によって得られる標本を使って，適合度や独立

性を検定する．サイコロや銭が正しく作られ，しかも

「いかさま」がなければ，合格するはずである．これら

の検定に合格すれば乱数列と認めてよい．ただし，コン

ピュータを利用して乱数を生成する場合，貞に規則性の

ない数列を生成することは原躍的に不可能なので，実際

・乗算型合同法

 力進数で尾桁の整数からなる乱数を生成する場合，次

の漸化式で与えられる数列を考える1

∬o＝”

∬”。1…ゲれ（mOdu1O m）（ただしm＝〆）

つまり，初期値。からはじめて，ゲκ⑪をmで割った

余りを∬1とし，さらにム・ハをmで割った余りを∬2と

して，同様に続けていく．なおα，由はOからm－1ま

での整数である．また，コンピュータで計算する場合は，

通常ヵ＝2とする．

 この方法でも周期が現れるが，この周期を出来るだけ

大きくするようにσ，わの値を定める．例えば上記のよ

うにヵ二2で冶≧3の場合，周期が最大になるのは

○二奇数

凸；3，5（modu1o 8）

のときで，周期はm／4になる．

・混合型合同法

 乗算型合同法を，さらに周期を大きくするために改良

した方法で，やはりヵ進数で主桁の整数からなる乱数を

生成する場合，次の漸化式で与えられる数列を考える．
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   ∬o＝”

  ∬州≡5．伽十C（mOdu10m） （ただしm＝〆）

ここでも。，凸、cは0からm－1までの整数である．

周期が最大になるのは，やはりヵ＝2の場合，

  ム≡1（modulo4）

  c…1（modu1o2）
のときで，”の値と無関係に，周期はmになる．

 この方法では，σの値を変えると，乱数の系列が変わ

る．その際，”の値はOからm－1までの整数を自由に

選ぶことが出来る．そういう意味で，この方法では自由

に系列を変えることが可能である．

6． CAlの実践とまとめ

 本研究で開発したCAI教材を評価するために，本校

学生に実際に使用してもらい，アンケート調査を行った．

工業化学科と土木工学科の5年生（当時）を対象に，応

用数学の授業の中で使用してもらった．その際，あらか

じめすべての定理は講義で説明を終えていた．また，本

教材についても教室で簡単に解説しておいた、アンケー

トの内容とその結果を表2に示す．

 アンケート結果を見ても明らかなように，本教材に対

する学生の反応は良好である．実際の使用でも学生のほ

とんどは楽しげにコンピュータを操作していた．特に，

Q1とQ4を見ると，約7割の学生は，r今回の授業は

楽しかった」， 「これからもコンピュータを使った授業

を受けたい」と答えている．このことから本教材は学生

に受け入れられたことが分かる．コンピュータを苦手と

する学生もいたが，その学生も本教材に拒否反応をおこ

すことはなかった．今回は標本論の総仕上げ的に本教材

を利用したが，動機付けとして導入の時点で利用しても

有効である1

 また，Q6からQ8を見ると，密度関数やヒストグラ

ムについて今回の授業で理解出来たという学生が2から

3割程度いるが，たった1回の授業の成果としては大い

に評価出来る．ただ，学生の遠慮も含まれていると思わ

れるものの，まだまだ理解出来ていない学生も多い．こ

れは今後の課題として残された．

 Q9とQ1Oには主だって見受けられた意見を書いた，

ここでもやはり，好意的な意見がほとんどであった．た

だし，コンピュータの言いなりであったことや，説明が

長かった点を指摘している学生も極少数ながらいた．

表2 アンケートの内容と回答

回    答 （％）
質 問 内 容

やや 普通 やや

Q1．楽しかったですか 楽しかった（22．5） （45．0） （31．0） （1．4） つまらなかった（O．0）

Q2．学習意欲がわきましたか わいた  （12．7） （31．O） （46．5） （7．O） わかなかった （2．8）

Q3．疲れましたか 楽だった （46．5） （18．3） （29．6） （2．8） 疲れた    （2，8）

Q4、コンピュータを使った授業を

@ これからも受けたいですか

受けたい （39．4） （32．4） （21．1） （5．6） 受けたくない （1．4）

Q5．今回は口頭で解説をしました

@ がこのことをどう思いますか

今回のやり方が良い（63．8）  事前の説明は口頭の方がよい （18．8）

ｷべての解説をコンピュータにさせる方がよい（15．9）

Q6．密度関数を理解出来ましたか 既に理解していた（10．O）今回理解出来た（2114）また理解出来ない（68．6）

Q7．ヒストグラムと密度関数の関

@ 係を理解出来ましたか

既に理解していた（12．7）今回理解出来た（29，6）まナビ理解出来ない（57．7）

Q8．各分布の間の関係は理解出来

@ ましたか

既に理解していた（9．8）今回理解出来た（18．3）まだ理解出来ない （7ユ・8）

Q9．数学の授業でコンピュータを

@ 使うことをどう思いますか

・良い   ・目で見えるので分かりやすい   ・楽しい

Eこれからも使ってほしい  ・たまには良い

Q1O．今回の授業の感想を書いて下

@ さい

・良かった  ・楽しい  ・もう少し長くセンターにいたかった

Eたまには面白い  ・授業でもっとちゃんと理解しておけば良かった
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 標本論の教材としてコンピュータを利用する今回の試

みは概ね成功した．しかし，まだまだ不充分な所もたく

さんあり，今後の課題とすべき問題点も多く考えられる．

本教材の問題点のひとつとして，まずCA1教材として

独立していないことがあげられる．つまり，通常授業の

中で事前にある程度解説しておくことを前提としており，

また本教材を使用する際にも折々φ時点で教師の解説を

必要とする点である．そのために一斉授業の形で行うこ

とになる．CAI教材の長所である，学生個人の理解度

に合わせて自分のぺ一スで学習を進められるという点を

活かすことができない．また，本教材では学生を納得さ

せるために，結果のみを提示するのではなく，その仮定

を見せることに主眼をおいている．しかし，実際に乱数

を作成するところは画面には現れず，その部分はブラッ

クボックスになっている．アンケートを見ると学生はこ

のことについて余り気にしていないようだが，本教材の

中心部分でもあり，ここを何らかの手段で視覚化出来れ

ば．理解をより深められるだろう．

 さらに5節で指摘したように，コンピュータで扱う乱

数は疑似乱数であり，真の乱数ではない．どこに違いが

あり，そこからどういう影響が生まれ，どういうところ

に注意すればよいか，等については，学生に正確に把握

させる必要がある．そのためには適合度や独立性の検定

を学生に理解させなければならない．現在は，適合度や

独立性については講義での説明のみである．ここでも，

本教材のようなコンピュータ・シミュレーションを活用

することができる、本教材は一連のCAIシステムの一部

であり，以上の点を補完して本教材をさらに完成したも

のとするために．今後もCAI教材を開発する必要性を痛

感している．

 最後に，本教材の開発にあたって貴重な御助言を賜り，

また本教材の評価にあたっても御協力を頂いた本校一般

教養科助教授，深山 徹先生に深く感謝いたします．

参 考 文 献

1）青木利夫，吉原健一：改訂 統計学要論，培風館，

 1985．

2）脇本和昌：初等情報処理講座5 乱数の知識．森北

出版，1970．

一90川


