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液体の圧縮性評価に体積弾性係数を用いた

       単一気泡の運動方程式

藤 原 徳 一＊ 柳井田 勝 哉＊ 島 章＊＊

The Equati㎝ofMoti㎝foraSing1eBubble Using Bu1k Modulus to
           Estimate Liquid Compressibmty
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1、緒  言

 近年，油圧機器の高遠化・高圧化に伴って油圧作動油

の使用条件が過酷なものとなり．キャビテーション発生

及びそれに伴う材料損傷が油圧機器における障害のひと

つとして重要視され，その対策が大きな問題となってき

ている．

 キャビテーション気泡の崩壊の最終段階において，液

体の圧縮性が重要な役割を示すことは，Rayleigh‘Hが

圧縮性の影響を論じた中で指摘している．Herring〔2〕，

TriHing㈹は．液体の圧縮性が比較的小さい場合につ

いて，音響理論を用い．かつ圧縮性を考慮した理論を展

開している．さらにGilmore‘4〕はKirkwoω一Betheの

仮定旧を導入し、音速の2次のオーダーまで厳密な気

泡の運動方程式を導いている．島・辻野‘6］は、油圧作

動油中の気泡の非線形振動を理論的に取り扱っており，

島・冨田｛7〕は，油圧作動油中の気泡が崩壊する際に生

じる衝撃圧力を理論的に求めている．また，油圧作動油

中の上昇気泡の抵抗係数を実験的に求めた井田・臼井の

論文伽や，圧力変化を伴う油圧作動油中の気泡の挙動

を取り扱った井田・杉谷の論文19・1o〕などもある．

 本報では，油圧作動油中の気泡の挙動に及ぼす液体の

圧縮性の影響について検討している．油圧作動油に対し

て豊富なデータが得られる体積弾性係数に着目し．油圧

作動油の比熱比及びKlaus－OIbrienU”に従って．断熱

正接体積弾性係数を等温平均体積弾性係数と圧力で表わ

し，圧縮性を評価している．得たる式を用いて，PLK

法に従って速度ポテンシャルφの近似式を求め，気泡の

運動方程式を導いた．数値計算結果についても示した．

2．油圧作動油の体積弾性係数
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 油圧作動油の断熱正接体積弾性係数K5と等温正接体

積弾性係数KTの関係は，比熱比・を用いて次のように

表わされる：

       K3土■Kτ．           ω
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 Klaus－O’bri㎝川，によるとI等温平均体積弾性係数

κτは規準圧力ヵOにおける等温平均体積弾性係数KTO

を用いて次式のように示される．

       κT＝κT0＋oゆ，             ｛2〕

ここで，ρは旧E意圧力．”は定数を表わす．

 また，KTとκrの関係は次式で与えられる川〕1

      κτ  ＝κτ                 工31

        P     2ρ・

式11ト13〕より，次式を得る：

      κ31尾（κτo＋2”ク）．           ｛4〕

よって，油圧作動油中の音速。は次式のようになる：

r

R

0

G8s  Li叩id

P

Fig．1 Sing1e gas bubbIe in a viscous com－

pressible liquid．

Dγ   1

一；一一 Xrad力一〃   ρ
ω

球対称運動を考えると，
c2＝K∫／ρ刊（κτo＋切）／ρ，

c至㍉（Kτ。十2ψ一）／ρ。．．

151

6〕

ここで，ρは液体の密度，添字。。は無限遠方の状態を表

わす．

∂”。  ∂～   1 ∂カ
ー十”r一 ＝一一・一
∂f  ∂7  ρ∂7I

ここで．7は気泡の半径方向座標，

表わす．

 式ωをφを用いて書き直すと，

ω

〃は7方向速度を

3．気泡の運動方程式

 Fig．1に示すように，無限に広がる粘性・圧縮性液体

中に，初期半径Roの一個の球状ガス気泡を考える．こ

の気泡が，気泡内外の圧力差によって運動する場合．液

体の運動を支配する連続の式及ぴ運動方程式は次のよう

に表わされる1ただし，重力・熱伝達・ガス拡散の影響

は無視し、外力は作用しないものとする．

∂ρ
一十div（ργ）二〇，
∂’

171

絆一三・…1・圭（1・会μ）（・・・…i・小・1

ここで，’は時間、γは速度ヘクトル、ζは体積粘性係

数，μは粘性係数を表わす．

 速度ポテンシャルをφとすると．

γ19radφ， ⑨

総）・碧・嘉（斜・土・祭一リ・

式。劃をrで積分して次式を得る＝

祭・辮2・∫ト、 ω

ここで，后は定数を示す．

式血劃より．φの満足すべき微分方程式は次のようにな

る：

宗一一多（鳥・診斜

詰一一台（書1多・妻妾、箒、）。

式171を球対称運動を考慮して書き直すと，

∂ρ ∂2φ ∂φ
一十ρ   十
∂言  ∂〆 ∂7

∂ρ 2 ∂φ
．一 ¥一ρ一＝0．∂r 7 ∂7

ω

○田

div17二▽2φ． ω

式181の右辺第2項は，粘性と圧縮性の相互作用を表わ

し，液体連動の全般にわたって他の項に比較して無視で

きるほど小さい．よって，

式03，㈹を式ωに代入して次式を得る：

○司

祭・1・祭へ祭・・祭・鳥・（調2祭〕。。・

一2一
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式⑤及び。2＝ψ／4ρより，

よって，

    一        1

去一（篶哉）扁

∫ザ≠、（結鉄）島

○副

 式ω，⑫⑪及び7一。。でφ＝0，ヵ＝加を考慮して，

式ω中の定数が次のように求まる：

    2
   c阯尾＝
  2肌一1、

鋤

よって，式ωは次式のようになる：

祭・1（祭）2－2差、／1一（駕哉）1門働

式15〕，㈲，㈱より，次式を得る：

・・一・1一（・伽一）／劣・｛（祭）2〕．㈱

式醐を式血勘に代入して，φの満足すべき微分方程式と

して次式を得る：

∂2φ  2 ∂φ   1 ∂2φ

研十7一所一 i．荻
  1
一層／・寡・鳥・（・・一1）ξ・碧・祭

  ・（・伽一1）祭1；1・2oち十1（祭）2票

  ・2oテ’（祭）3〕

式僅④の境界条件は，

1）7→固でφ二〇，
2）［∂φ／∂。コ、、ゼ点，

㈲

㈱

〔祭・古（祭）2〕一、

   一2≠、／1一（繋紫）’．去〕例

ここで，Rは気泡半径， は時間微分を表わす．

式⑫切の初期条件は，‘＝Oで，

1）灰＝R0，           ㈱

．2’O－1

1）・一 Q業三、／（篶諸デ）T－1〕，㈲

ここで，Poは初期気泡半径を表わす、

式僅。を与えられた境界条件・初期条件の下に厳密に解

くことは困難であるので，A．Shima and Y．Tomitau引

に従って近似解法を行う．

 式偉功は，二階双曲型偏微分方程式であり、解領域で二

つの特性方向が存在するが，本論のように無限に広がる

液体中に」個の気泡が存在する場合には、外向き特性曲

線η（r，C）1ConSt．に沿って問題を考えればよい．

外向き特性曲線の満足する微分方程式は，次式で示さ

れる：

（芸）司柵、．一六．

PLK法に従い．次のようにおく：

∵ごll；「㎝
        c o      c凹

ここで，ηは気泡表面からの遅れ時間を意味するもので

7＝Rでη＝’を満足する．

式⑫oを変換座標（ηη）で表わすと．次のようになる：

裳・ラ祭・・寡（蒜・1詣）・纂詣

・（碧）等一夫／祭（詔）2・詣・祭〕

一芸｛・（詣・簑・祭）（祭・票・簑嶋・影

・詣・為）・（・・一1）テ（詣・簑・票）（劣・票）

・（・伽一1）／祭（簑）2・嶋・寡・詣・裳

・祭〕（紳）・2θチ’（綿・祭）2

／隷（簑）2・・緒寡・詣1撃・1；1〕

・2o｡一1（鵠・票）3｝  鯛

 第1近似に対するφの解φ1は，波動方程式の解と一

致する．前進波のみを考えて，

φ、一ゴω
r

一3一



線形理論の場合，式θ⑪より，

   7一反
’＝η十一
   c血

藤原徳一 柳井田勝哉 島  章

1鋤

式㈱，㈹より未知関数∫（η）が決定でき，速度ポテン

シャルφの第王近似解φ1が次のように求まる：

大阪府立高専研究紀要

ll一
?ｩ・・（1）点（1）

  ．・土／・・（1）左（1）十…（1）か（1）〕｝

 式鯛，㈱、闘より，圧縮性を考慮した気泡の運動方程

式の第1近似解として次式を得る：

〃。亘R・。出
   2   ρ阯

匡（平2伽）丁去（・冊舳・十つ一軌

ここで，加は無限還方圧力を表わす．ヵ、一月は気泡表面

の液体内圧力で1次式で示される：

1パ若・州）坊一・1委，

ただし，ク。は気泡内初期ガス圧力，σは表面張力、アは

気泡内ガスのポリトロープ指数を示す．

 式㈱、閉，θoを考慮して逐次近似法を用い，式制〕にお

けるφo、φ1，φ2，ci，f2を決定することにより，速度ポ

テンシャルφの第2近似解φ2が次のように求まる：

1・一
o・（1）炭（1）・土／・・（1）々（1）

  ・・州柵）〕一ま／舳）亙（1）

・…（1）左（1）々（1）・ξ・・（1）左・（1）

十R6（ Jη）〕｝制

 式㈱，閉，㈱より，圧縮性を考慮した気泡の運動方程

式の第2近似解として次式を得る：

〃十呈R・十出
   2 ．  ρ阯

一／κ（雫竿〕一芸（・〃舳・・等デ）

・／肌1±2ψJ〕一1｛晋…灰・箸・・

・士／・麻1・・后・（1斗1）

・参（加一囂¥古畑〕｝一・

4．数値シミュレーション結果と考察

㈱

 式㈱，幅副I69，により，気泡の挙動を数値的に調べ

る．気泡内初期ガス圧力ヵOと液体内圧ヵ仏との比m

（＝ク。／ク岨）が，’＜Oでm＝1，f≧0において急激に

ある一定値（O＜吻＜1）まで変化するというステップ

状圧力変化を考える．油圧作動油として310．95Kの石油

系M I L－H－5606Aを用い，数値シミュレーションを

行う．無限遠方の液体内圧力を力阯＝1O1．3kPa，気泡内

ガスは断熱変化をする乾燥空気と考えてア＝1．4とする．

また，κ＝1．23，o＝5．3，μ＝1．I86×1O．2Ns／m2．ρ肺

＝8，350x102kg／m3，Kτo吉（1，261×106一α力凹）kPaと

する．表面張力については，データが得られなかったた

め，o＝oとした．

 Fig．2は、気泡初期半径灰。＝1mm，初期の気泡内

外圧力差m＝力。／加＝O．1．0．O1の場合について，気

泡半径の時間的変化を示している．図中の実線は，音速

の2次のオーダーまで圧縮性を考慮した場合（Comp．）

を、破線は非圧縮の場合（Incomp．）を示している．1

回目の気泡のリバウンド時及びその後，液体の圧縮性が

大きく影響していることがわかる．非圧縮の場合におい

ても，リノ並ンドを繰り返す度に，その後の気泡の到達最大半

径は小さくなっているが．これは粘性による影響である．
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Fig．2 Variation．with time of the bubble

radius in petroleum base MIL－H－5606A．
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の気泡の運動方程式を導いた．

2）油圧作動油中では水中に比べて，液体の圧縮性が気

泡挙動に対し大きく影響する．

3）水の状態方程式であるTait式中の係数を修正する

ことにより，油圧作動油に対しても拡張されたTait式

が適用できる．このことより，油圧作動油中および水中

においt，気泡の運動を一括して取り扱える．
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