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第23巻

CutEhminationの方法 （皿）

深  山 徹＊

The methαi of Cut Elimination （皿）

Tδru MIYAMA＊

                     ABSTRACT

 Set theo正yおusua11yエepエesented by axioms，but we正epエesented it by the foエm田1system SL with the

㎞feIence mIes of Gentzen・type．And wehave studied the comistency ofset theoエy by the sylltactic阯method

of cut elim㎞ation．Gentzen’s method h LK is re1atG出。 tlle mmber ofcomectives田nd qu1mtifie正s o㏄urring

㎞a mixi皿g fo正mu1a．0ur method isエe1ated to the numbe正。f1ogicオin蛇reme mles used to田mixing foエmula

in副pエ。of．In the p正evious papeIs，we㎞tエ。d11ced LK’amd SL．In this papeエ，we have studied ouI method of

㎝t e1㎞ination in LK’by modifyi血g Gentzen’s method．We cm app1y ou！met110d to GLC and U．

Key Words：Consistency ofset theory，C皿t elimination㎞alogicd system ofGeIltzen－type．

1．緒  論
 前々稿1，で述べたように，我々の最終目的は数学を表

現する体系として非常に有力な体系である公理的集合論

の無矛盾性を考察する方法を研究することである．集合

論の無矛盾性の基盤を何処に置くかという基本的な立場

として，我々はGentzenの立場を採用する．つまり1

Cut eliminationの方法によって無矛盾性を考察する．

Gentzen－typeの論理システムとしては，LK．LJ，

GLC，SL等がある．これらのシステムに対して，若干

の修正によって同様の議論ができる方法を研究すること

を最終の目的としている．本稿では，我々の方法の原理

を理解しやすくするために前々稿1〕で導入しだしK’にお

いて議論をする．我々の方法はGentz㎝の方法と似て

いるが，本質的な相異点はmixing formulaにあらわ

れる論理記号の数についての帰納法によってCut elimi－

nationを行うGentzenの方法に対して，mixing for－

mulaを作るために使用された論理記号の推論図の数に

ついての帰納法によってCut eliminat1onを行う我々の

方法との差である．我々の方法は，本稿においてLK’

に対して行う議論と同様の議論を繰り返すことによって

GLC．やLJにおける。ut－eliminati㎝に適用できる．

平成元年4月10日受理

．一般教讐科（Department of General Education〕

2．g（C）Qの予想

 本稿における…義論は特に断わらない限り，前々稿1＝で

導入しだしK’における議論である．

 miXtureは最後の推論においてのみ使用されている次

のような証明図Pを考える．

      r→J  〃→∠              （M）
      r 〃キー∠‡ ．1

 前々稿1〕の2．8で説明したようにmixingformu1aM

は4．πの中に各々1つ以上ずつ含まれていて，場所も

指定されている．それらのmixing formulaの列を”，

”で示すことがある．

 Pの左にあるr“∠を終式とする戸の部分証明図を

工で示す．ムではmiXtureは使用されていない．工の

終式にあるmixing formulaのgradeの最大値を
認（”）ルであらわす．

   9（八五：max｛9（M）L：M in。グ｝

      ＝maX｛g（2）L：パに至る血統2｝．

工において，始式のformulaから始まって〃に至る血

統2が存在するときg（Σ）Lの最小値をlIl（が）牛であら

わす．そのような2が存在しないときOとする．

舳へ仰：鮒㍗1
五における始式について，その両辺のformu1aから始ま

る血統が共にパに至るとき，その始式をガに至る閉じ
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だ始式という．ムにおいて，がに至る閉じた始式の個数

をn（パ）Lであらわす．

 同様にして，Pの右にある〃→ノを終式とするPの部

分証明図をRで示す．そしてRにおいて同様にg（〃。）R，

m（”。）R，n（”）Rを定義する．

 Pの終式r，〃→パ1にあらわれるformula Cに

ついて，Cがr又は〃にあらわれるときは0in Zであ

らわす（つまりCの親がムの終式にある）．同様にCが”

又は〃にあらわれるときは0in”であらわす．

 旧E意の証明図戸の終式r一」のいくつかのformu1a

を指定してできる空でないformulaの列パ，パに対し

て1同様にしてg（パ”）戸，m（ぺ”）Pを一般的に

拡張して定義する．

 以下において，g（ガ）ム、m（ガ）ム，n（バ）工の例を示

すと共に，同じ終式をもつmiXtureなしの証明図Qの

終式にあらわれるformula Cと対比する．

 （例1）最後にのみmiXtureをもつ証明図P

                  λ一λ

      一λ→一λ      λ〈Hん一λ

大阪府立高専研究紀要

 このとき．Qの終式のformu1a～ハについて

 9（一λ）◎≦9（～λ）戸十nxせ9－m（λ〈～λ）工｝＝2

 m（一λ）Q≧m（～λ）戸＝1   （9（～λ）P≠0）

 n（～λ）ρ≦n（川λ）P＝O

がなりたつ．Qの終式の他方のformu1aλについても

なりたつ．このようにして，帰納法にのせるための尺度

を具体例から捜しながら研究する．

3．補正証明図の応用例

 前編2〕において補正証明図の概念を導入した．2節の

例1に対して補正証明図を例示する．

 （例2）灰，工のすべてのmixing formu1aを指定し，

それらのgradeの最大値3を補正数rとして，各々R，

Lを補正する場合を示す．ただしλが分解不可能とする．

λ→月    Pの補正証明図〆

一λ，λ｝

例3の 土とき分解1 ～λ一＿λ

λ→λ

λ〈～λ一λ

λ→λ λ，～λ→～λ ～月，λ〈一ん→

λ→λ坐 ～λ月く～λ→

～λ，λ→λ 一λ，λ→一λ λ〈～λ，λ〈一λ→ 川λλ一λ  川λλ一一λ  λ〈～λλ〈～月一

一λ，λ→λ〈一λ     月く一λ一
         （λ〈一λ）
～λ，λ一

～λパ“λ〈一λ      λ〈～λ一
           （λ〈～λ）
一λ，λ→

mixing formu1aλ〈～λについて

  9（λ〈一ノエ）ム＝2     g（パ〈～ノ1）R＝3

  m（λ〈～λ）ム＝2    m（λ〈川λ）R＝2

  n（λ〈一λ）ム＝O   n（λ〈一λ）R＝1

Pの終式のformulaについて

9（～λ）P＝9（川パ）工＝1  g（λ）戸＝9（ノエ）L＝1

m（一λ）P＝m（～λ）L＝1 m（λ）P＝m（λ）L＝1

n（～λ）P＝n（～ノエ）L＝O  n（ノ1）P＝n（ノ1）ム＝O

mixing formulaλ〈一λについて

  9（λ〈一λ）ム’：3｝    9（ノエ〈一ノ1）R’＝3

  m（λ〈一月）ム’＝2   m（λ〈～λ）R’＝2

  n（ノ1〈川一4）L’＝0     n（ノ1〈～λ）R’＝1

補正証明図戸’の終式のformulaについて

9（～λ）P’＝9（～λ）ム’＝2‡ g（λ）P’＝9（λ）ム’＝1

m（～λ）P’・＝m（～λ）L’＝2｝ m（λ）P’＝m（λ）ム’＝1

n（～ハ）P’＝n（～λ）ム’＝0  n（λ）P’＝n（ノ1）L’＝0

miXtureなしの証明図Q

          λ→λ

 （例3）例1において月が分解可能なとき．例2と同

じように補正した場合は次のようになる．

一λ，λ→

mixing formulaλ〈～λについて

9（川ノ1）Q＝2

m（～λ）9＝2

n（山ノ1）Q＝O

9（λ）◎＝1

m（λ）Q＝1

n（λ）ρ＝0

9（ノエ〈～λ）L’＝3｝

m（λ〈～λ）ガ＝3＊

n（ノエ〈～λ）工’＝O

9（ノエ〈川λ）R’＝3

m（月く～λ）κ：・2

n（月く～λ）κ＝1

 我々は～λ，λについて，Pの情報から◎の情報を予

想したい．次のような数値を考える．

  9＝max｛9（λ〈川λ）ム，9（λ〈川λ）則＝3

  n＝n（ノi〈～ノ1）L＋n（λ〈～λ）R＝1

補正証明図P’の終式のformulaについて

9（一λ）P’＝9（～λ）工＾＝2‡ g（λ）P’＝9（λ）L’＝2‡

m（～λ）P㌧m（～パ）ガ＝2＊ m（λ）P’＝m（＾）パ＝2‡

n（川ノー）P’＝n（Hλ）ム’＝0  n（λ）戸＾＝n（ノ1）工’＝0
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 例2，例3のいずれの場合でも，mixing formulaの

すべてを指定して，それらのgradeの最大値を補正数r

として補正する場合には，次の条件をみたしている1

 l）P’，P’のmixingformulaのgradeはr以下で

  ある．

 2）戸’，戸”のいずれの場合も

    9（～ノ1）Q≦9（～λ）戸’， 9（λ）9≦9（パ）P’

    9（～λ）ρ≦9（～一4）P’、 9（λ）ρ≦9（λ）P’．

 3）0＝r－m（λ〈～λ）パ≦r－m（λ〈｝λ）ム

 1）は前編2〕の2．43により保証されている．例1のPか

ら，mixtureなしの証明図Qが作れることはGentz㎝

によるLKの基本定理であるが，◎における各fomula

のgradeをPから予想する定理は今の所ない・例1～3

はその予想法としての案である．我々はGLCにも適用

し得るような方法を考えている．3）は後に重要になる．

4． Rank

 証明図戸の血統Σについて，2の最後にあるformula

の形をMとする、2の最後から逆に上へ登ぼるとき，初

めてMの形のformulaでなくなるところまでの〃の形の

formu1aの個数を正（2）Pであらわし，血統2のrank

と呼ぶ．証明図Pの終式にあるformula月について，

ハに至る血統のrankの最大値を■（■）Pであらわし，

formula■のrankと呼ぶ．あきらかにr（λ）P≧1．

 以下においては，前節の初めに述べられたような証明

図L，Rについて，そのmixingformuIaの列”，”の

rank r（パ）ム，r（〃。）Rを考える．一般に証明図Pの

終式にある指定された空でないformulaの列がにっい

て，パに至る血統のrankの最大値をr（ハPであらわ
す．

5．補正証明図のためのRank

 4節において，Gentzenによって定義されたrankを

血統を用いて述べた．しかし，この定義では元の証明図

Pのrankと補正証明図のrankとが一致するとは限ら

ない．この難点を避けるには次のように定義すればよい．

5．1．証明図戸の血統2について．2の最後にあるfor－

mulaの形をMとする．Σの最後から逆に上へ登るとき．

初めてMの形のformulaでなくなるところまでのMの

形のformu1aの個数．もしくは，Mの形のfomulaを

もつsequentの形がM→Mの形であって，その両辺の

formulaのgradeが等しくなる初めての所までのMの

形のfomulaの個数の最小値をr’（2）Pであらわし．

血統2の（補正証明図のための）rankと呼ぶ．証明図

Pの終式にあるformulaλについて，λに至る血統の

rankの最大値をr’（4）Pであらわし，formulaλの（補

正証明図のための）r8nkと呼ぶ．r’（パ）Pも同様に定

義する．次の定理がなりたつ．

5．2．証明図Pの補正証明図をP’とする．戸の終式にあ

る任意のformulaλと対応するρ’の終式にあるfor－

mulaλ’の（補正証明図のための）rankは一致する．

 （証明）月に至る血統でrankが最大のものを2とす

ると，対応する2’が戸’にあってκに至る．逆に〃に至

る血統でrankが最大のものをπとする．〃’の下部に

対応するPの血統でλに至るものは必ずあるが，〃’の上

部に対応するPの血統がなければ，〃’の途中においてM

→Mの形のsequentで両辺のgradeの等しい所が途中

にあることになり、定義に反する．故に〃’全体に対応す

る血統〃が必ずPにあってλに至る．前編2）の2．24を

参照すればよい．

 例えば例1のLと，その補正証明図である側2のム’

で考えると次のようになる．4節で定義されたrankで

はムの終式にある～λについてはr（～λ）ム＝4，工’の終

式にある対応する～λについてはr（～λ）L’＝6となり

一致しない．ところがIこの節で定義された（補正証明

図のための）rankではr’（一λ）工＝4，r’（一λ）ム’＝4

となり一致する．

 このように元の証明図Pと，その補正証明図戸⑦関係

を考えてrankを使用するときには，この節で導入され

た（補正証明図のための）rankは便利である．

 しかしながら，単にrankと呼ぶときは4節で定義さ

れたものを意味することにして混同を避けることにする一

尚，元のGentzenによるrankは血統を重視しない．

6．代入についての補題

前々稿”において証明した補題を帰納法にのせるため

に修正し，成立することを再確認する．

6．1．LK’においてr→一∠を終式とする証明図をPと

する．”はr→∠に含まれる任意のfree variableと

する．このとき、r→∠にあらわれるすぺての”に任

意のterm’を代入してできるSequent r（言）→一（‘）

を終式とする証明図P’が存在する．またPにおける血統

2，終式における空でないformulaの列．パ，パの各々

に対して，P’において対応する血統2’、空でないfor－

mulaの列r。’，κが存在して，次の等式がなりたつ．

 9（2）P19（2一’）P’， 9（∫Io，∠戸）P＝9（ro’，∠o’）P’

          m（パ，ガ）P＝m（グ，ガ）P’

          n（パ．パ）戸＝n（グ，．〃）P’．

 （証明）前編2，の注6に注意した上で，前々稿Uの3．

53と同様に証明すればよい．等式についての考察は使用
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する推論図の種類を変えていないことに注意すればよい．

ただし必要ならば．前もって前々稿Uの3．51，3．52も

修正すればよい．

7．8（パ）P＝Oとなるわrmuraλの消去

 前々稿1〕において証明した補題を帰納法にのせるため

に修正し，成立することを再確認する．

7．1．LK’において、証明図Pの終式にあるformula

をλとする．またg（λ）P＝Oとする．このときρの終

式からλを消去して得られるSequentを終式とする証明

図P‡がある．しかもP‡の終式にある任意の空でない

formulaの列パについてPの終式にある対応する同じ

形のformulaの列パを考えるとき，次の条件が成立す

る．

 1）戸｝の推論図の個数はPの推論図の個数以下であ

  る．

 2）Pヰの各種の推論図は，Pにおける同種の推論図

  の個数以下である．

 3） 9（∠o）P｝≦9（∠o）P， r（」o）P‡≦r（。∠o）P，

   g（」。）P｝≠0のとき，m（」。）戸‡≧m（一。）戸．

 （証明）前々稿1〕の3．61と同様に証明すればよい、

 尚．以降において我々が実際に必要になるものは、6．

1，7．1の補題であるが，Pがmixtureを含む必要は

ないし，formulaの列である必要はなく任意のfomu1a

で充分である．2節のg（パ）L，m（パ）ムの定義自身が，

まずformulaについて定義してから拡張する意味である．

8．純正証明図

 我々は既にLKの基本定理の別証明を与える準備が整

った．まず純正証明図と呼ばれる証明図についてのみ，

Cut－eliminatiOnが行えることを示す．この節では発想

の概略と定義を述べる．

 2節，3節で述べたようにmixtureなしの証明図Q

の終式の任意のformula Cのgradeを予想する方法を

考えた．それらの方法は有力ではあるが帰納法に乗らな

いので完全ではない．3節で例示したようにPを1回補

正する毎にLの終式formulaλについて一般に下式に

なる．

    9（λ）ム’≦9（λ）L＋｛9－m（〃）ム｝

GLCにも適用するときには，補正は何回も必要になる．

そこで補正をする必要のない証明図の条件として非常に

分かりやすいものは下式である．

   ｛g－m（M）Ll＝0，｛g－m（M）則＝0

この例としては例3のL”である．しかしながら残念な

ことには，この条件を満たす証明図は非常に少ない．例

1のL．R，例2の五’，沢’，例3のκはこの条件を満た

さない．

8．1．LKにおいてmixtureは最後の推論においての

み使用されている次のような証明図Pを考える．」、〃に

あるmixing formulaの列をが、ガであらわす．この

とき，次の条件をみたす証明図Pを純正証明図という．

       r一∠  π一ノ1
               （M）
       rI〃‡→が，ノ1

 （統正条件）

 m（∠。）工＝m（〃。）R＝maX｛9（∠。）L，9（〃。）列

9．純正証明図におけるCut－61iminatiOnの定理

 我々は非常に特殊な条件を満たす証明図のグループに

ついてCut－eliminationを証明する．したがって純正証

明図においては，2節のg（C）Qの予想が可能になる．

〔純正証明図におけるCut－ellmlnat1㎝の定理〕

 統正証明図戸に対して，次の条件をみたすLK’の証明

図Qが存在する．

  I：ρはmiXtureを含まない．

  皿：戸の終式とQの終式は一致する．

  皿：Pの終式のformula Cと対応するQの終式の

   formulaCについて、g（C）Q≦g（C）戸

  IV：同じく対応するCについて

   g（C）Q≠Oのとき，m（C）Q≧m（C）p．

 （証明）一致，対応とは図形的にも考えることである．

g（4。）L＋g（〃。）R＝g，r（∠。）L＋r（π。）沢＝rとする

ときがある．gとrについての二重帰納法つまりω・g＋

rについての超限帰納法で証明する．場合分けはGent－

zenの方法と殆んど同じであるが、条件I～1Vの確認を

要する．またg（C）P，m（C）Pは，Cの親がLにある

かRにあるかを考えてその値を評価する，（2節の記号

を参照）

9．1．g（ガ）Z＝Oのとき，工のすべてのmixing for－

mula Mについてg（〃）L＝0．従って7．1を何回か繰

り返えし適用すると，r→〃がmiXtureなしで得られ

る．その後r，〃しパ1になるように適当に換，増を

適用すればよい．条件I～IVは明らか．C in Rについ

ては，g（C）Q＝Oなので1Vは明らか．C in Lについ

ては，7．1の3）より明らか．g（11。）R＝0のときも同様．

9．2．度（が）Z≠0，g（”）κ≠Oのときを考える．定

義よりm（∠。）L≧1，m（〃。）R≧1．場合別けを明瞭に

するために次の略号を採用する；

 9”＝9（』。）Ll 111”＝m（」o）L，〃一r（∠。）L

 ψ＝9（〃。）戸．lI1児＝m（〃。）R，rκ＝r（〃。）R．

 〔1．1－1．1〕＝gL－1，rム＝1，gR＝1，rR＝1の

とき．Pは次の形である．明らかにRをQとして採用す
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ればよい．

      M→M  M→M                （M）
         M→〃

 LK’では，この形のmixtureも存在して純正である．

 〔1，1一＊，2〕：gL＝1，rム＝1，rR≧2でgRが任意

のとき，ρは次の形である．

      M→M  π→ノ               （M）
        〃，〃＃一λ

戸が純正証明図なので，gR＝1となることが下記の注

意より分かる．Rに何回か換，減を適用すればQが作れ

る．M in Lは条件をみたす．C in Rはあきらか．

 注1＝純正条件は次の等式でもある．

       mL；mR＝9ム＝9R
    理由は定義より，mム≦9L，mR≦9Rが成立．

 〔｝，＊一1，1〕：gR三1，rR＝1でg五，rムが任意の

とき，〔1．1一‡，＊〕と同様．

 〔｝，1一ヰ，1〕＝rL＝rR亡1でgム，gR≧2で任意の

とき，注1の等式が成り立っているので，r→」 は論

理記号の推論図Ilの下式であり．〃→1も論理記号の

推論図I2の下式である．rL＝rR＝1より，L，R共に

mixing formulaはただ1つであり，しかも各々Il，I2

の。hief formulaてなければならない．〃の形からI1．，

I2は同種の推論図である．場合分けする＝

 1）I l，I2が～の推論図のとき，1Pは次の形である．

 Ll lλ，r一∠o      〃〇一ノi、λ1見

一皿（一λ）        r，〃。→一〇，ノ

Il，I2の上式までの部分証明図工1，Rlを使って次の証

明図戸1を作る．

     〃。→ノ λ   λ，r一∠o
                 （λ）
        〃O，r→ノ1，∠O

ただし我々のmixtureは前々稿1〕の2．8で定義したよ

うにmixing formulaを指定できる。我々はIl，I2の

sub formulaのみをmixing formulaとして指定する。

（他の場合も同様なので以後省略）

 ところでPは純正なので柱1より下式が成立している．

 m（一λ）L亡m（～λ）R＝9（～λ）工・・9（一λ）R

＝m（λ）Ll＋1＝m（λ）R1＋1＝9（λ）ム1＋1＝9（λ）R1＋1一

散に戸1が純正証明図であり，g（λ）ム十g（λ）R＜gL＋gR

より，帰納法の仮定が使えることが分かる．（他の場合

も同様なので以後省略）、

 帰納法の仮定より，〃O，r→1，一〇に至るmiXture

なしの証明図Qlが存在して，条件皿，lVをみたす．Ql

に何回か襖を適用すればQが得られる．

 Qが条件皿．1Vをみたすことは，ρ1の条件が保証する．

 2） Il，I2がVの推論図のとき，ρは次の形である．

ム1：r→∠O，λ（”）   λ（f），〃パ1 R1

  r→∠o．V∬λ（∬） V∬λ（∬）．πo→1
                  （V∬λ（κ））
       r．πo→」o，ノ1

 まずI lについてのeigen variableの条件から，r，

一〇，λ（∬）にはαが入っていない，故にLlの終式の。に

対してサを代入してできる∫’→∠o，λ（’）を終式とする

mixtureなしの証明図L2が存在することが6．Iより分

かる．また6．1よりgrade等の性質については、工iと

L2は同一視してよい，

 L2とR1を使って次の証明図P1を作る．

   r一∠o，λ（f）  λ（’）．〃。→ノ
                 （■（’））
      r，〃パ∠O，ノ1

 mixing formulaの指定，戸1が純正であること，帰

納法の仮定が使えることは，1）と同様である．

 帰納法の仮定より、r，∬O→40，ノに至るmiXtureな

しの証明図Qlが存在して条件皿，lVをみたす．ρ1をそ

のままQとして採用すればよい．あきらかに条件をみた
す．

 3） I1，I2がくの推論図のとき，Pは次の形である．

 Ll：r｝∠o，λ r→．∠o，B  λ，〃〇一ノ1：R1

    r→．∠。，λ八3 λ〈B，〃。㍉
                   （ス〈8）
        r，〃。→∠o，ノ1

 Pは純正だから，m（月く3）ム＝g（ハ〈β）ム皿gム≧2．

故にムの終式のmixiing formula月くβに至る血統の

中で，始式から始まる血統のgradeは必ずgLである．

故にg（λ）ム】≠0（つまり1個でも始式から始まってハ

に至る血統が存在する）ときにはg（λ）ム1＝gムー1とな

る．従ってg（λ）ムFOの場合とg（ハ）LFgムー1の場

合を考えればよい．

 3）一1：g（λ）ム1＝Oの場合．

 このとき，工1の終式からλを消去できることが7．1よ

り分かる．消去して得られるr一∠oに何回か換，増を

適用すればQが作れる．C in Lは7．1により条件皿．

1Vをみだすことが保証される．C in Rが条件皿，1Vを

みたすことは明らか．

 3）一2：g（λ）L1＝gL－1の場合．

 このとき，前述したことからm（λ）L1＝g五一1も分か

る，故にLlと見を使って次の証明図戸1を作る．

      r→∠o，λ   λ，〃〇一λ
                 （λ）
         ∬0→一〇，ノ

 mixing formulaの指定、Plが純正であること，帰

納法の仮定が使えることは1）と同様である．

 帰納法の仮定より，そのままθが得られることは明ら

か．

 〔‡，｝一＊，2〕＝r灰≧2でrL，gL．gRは圧意．ただ

し．gム．gR≧2で純正条件の成立している場合を考え
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る．〃→1は推論図I2の下式である．πに含まれる

mixing formulaがI2の。hief formulaかどうかで場

合分けする．

 i）”のmixingformulaがI2の。hiefformulaで

ないとき，Pは次の形である．

            ⑭一ψ  1凡

      r→∠   〃→ノ
                （M）
       r，〃＊→パ，ノ1

 工と見を使って次の証明図Plを作る．

      r→∠    の一一ψ
                 （M）
       r，ぴ→∠＊，㌘

 mixing formulaの指定はr一∠については戸の時

と同じ，の→ψについては戸のI2における下式〃＾λ

の中のmixing formulaの親になるformula全部を指

定する．従ってmixing formulaはI2の。hief form小

1aではないのでg（の。）Rl＝m（の。）Rl＝gR＝mR．た

だし，の。はRlにおけるmixingformulaの列をあら

わす．故にPlは純正となる．またr（⑭。）Rl＜rR．故

に帰納法の仮定が使える、帰納法の仮定よりρ1の終式

と同じ終式をもつmiXtureなしの証明図Q1が得られる．

Q一に対して，次のような推論を適用してできる証明図

をQとすればよい．2重線は何度かの換をあらわす．

      r、の＃→が，ψ    Q1

      ⑫＊，r→が，ψ             I3
      ∬＊，r一が，1

      r，〃｝→〃，1

 I3がI2と同種の推論図であること．あるいはQが条

件皿，1Vをみたしていることは、I2を具体的に各推論

図として考えてみればあきらかである．以上でI2が1つ

の上式をもつ場合を一般的にあらわした証明になる．

 つぎにI2が2つの上式をもつ場合を考える．

 Pは次の形である． Rl     R2

         〃→1o，λ  〃→ノ。，β

     r→」∠     〃→ノ。，λ〈8
                     （〃）
        r，〃‡→∠＊、1o，λ〈β

 一2の左の上式である〃→小，パを終式とするPの部

分証明図をRlとする．同様に〃一心，Bに至る証明図

を地とする．児1．沢2の各々の終式の〃のformulaで，

I2に関してmixing formulaの親にあたるformu1a全

部を各々”であらわす．Pの純正条件より，g（〃。）Rl

＝Oまたはg（”9）Rl＝g児．g（〃。〃FOのときは7．1

よりが一∠O、λを終式とするmiXtureなしの証明図

R3が存在し．また必ずg（〃。）R2＝gRとなる．従って

LとR2から次の純正証明図Plが作れて，帰納法の仮定

が使える．

     r→∠   〃→ノ。8
                 （M）
       r，〃ホーが．∠o，3

 P1の終式と同じ形になるmiXtureなしの証明図Ql

が帰納法の仮定により存在する．沢3とQlから次の証明

図Qが作れる．ただし2重線は増I襖の何回かの適用を

あらわす．

沢ヨ： 〃‡→ノl o，λ

  r，〃‡“〃，ノO，λ r，〃ホ→〃，〃O，81Q1

       r．∬＊一・」＊，小，λ〈8

 Qが条件皿，IVをみたすことについては．順に元をた

どればよい．

 他の場合も同様．

 2）〃のmixingformulaが，I2の。hiefformula
のとき

 2）一1：I2が構造についての推論図の場合．

 1）の場合のI2の上式が三つのときの証明と同様であ

る．ただし，戸1が純正になる理由が異なることと，Q1

自身がQになることに注意すればよい．

 2）一2：I2が一左の推論図の場合．

 Pは次の形である．

           〃〇一λ，ハ ：Rl

    r→」  ～λ，〃。→∠
                （一λ）
       r，〃若→が，ノ

 Rの1］oにあるmixing formulaの列を〃言とする．

Pの純正条件よりg（珊）R＝0またはg（∬言）沢＝gR．

 まずg（珊）R＝Oの場合を考える．故にPの純正条

件よりg（一λ）R＝g（λ）札十1＝g沢．まずg（〃言）R－

○だから，尺1の終式〃。→A，λから7．1よりπ言を消

去してできる〃言→八，ハを終式とするmiXtureなしの

証明図R2が存在する．7．1の3）よりg（λ）Rゼ0また

はg（λ）R2＝gト1．故にg（λ）沢2＝Oのときは，7．ユ

よりπ若一∠，λからλを消去してできる∬吉→〃を終

式とするmiXtureなしの証明図R3が存在するので，適

当にR3の終式に換，増を適用すれば目的のQが得られ

る、そのQが条件の皿，1Vをみたすことは7．1より明ら

か．

 次にg（パ）地＝gR－1のときは次のような証明図戸1

をLと地から作る．

           〃吉“ノ，λl R2

    r一一 一λ，∬若→∠
                （一λ）
       r，〃若→パ，∠

 ところでg（λ）R2＝gR－1のときは、R2の作り方か

らg（λ）R2＝m（λ）R2＝g卜1が7．1の3）より保証さ

れている．故にg（～λ）R4＝m（～λ）凡＝g沢＝gム．た

だし札は戸1の右にある一λ、〃呑一1を終式とする証

明図を意味する．故にPlは純正であり，r（一λ）刷＝1
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＜r沢より，帰納法の仮定が使える．帰納法の仮定によ

り存在を保証されたmiXtureなしの証明図をQとすれ

ばよい．Qが条件皿，Wを満たすことは，逆に元をたど

ればよい．

 次にg（珊）R＝gRの場合を考える．上記と同様の議

論からg（λ）RF0とg（λ）R1＝g児一1＝mR－1の場

合があるが，いずれの場合も．ム，Rlより次のP2を作

る．

     r→∠   〃。→λ，ハ
                （～λ）
       r、∬トハ．∠，λ

 戸2は純正で、rankが下がるので，「、”呑→が，∠，

Aを終式とするQ1が存在する．帰納法の仮定より

g（λ）91＝Oまたはg（λ）QrgL－1＝m（λ）Qlの2つ

の場合がある．g（λ）Ql＝Oのとき，7・1よりQが作れ

る．もう一方の場合こそがGentzenの方法により，ρ

が作れる．条件皿，IVは7．1又は帰納法の仮定より明ら

か．

 2）一3＝I2がV左の推論図の場合．

 戸は次の形である．

         λ（‘），∬o→ノl

   r→ノ  V∬λ（κ），〃。→∠
                （V∬パ（∬））

    r，皿トが，ノ

 2）一2と同様にすればよい．要するにPの純正条件が

あるので，gradeが0のときは7．1を適用し，他方では

gradeは同じだがrankの下がった純正証明図が作れて

帰納法の仮定が使える．場合分けを4通りすれば明らか．

 2）一4：I2がく左の推論図の場合．

Pは次の形と考えてよい．

          λ，∬〇一ノ

    r→∠  λ〈β，〃。→λ
                （λ〈8）
       r，珊→∠言，ノ1

2）一3と同様．

 〔＊，2一中＊〕＝rL≧2でrR，gL，gRは任意．ただし，

gム，gR≧2の場合を考える．場合分けの仕方や各場合の

証明は，前述の〔・，・一‡，2〕と同様である．次の場合

のみを注意するにとどめる．

 I1がV右の推論図で，mixing formulaが平1の。h－

ief formulaの場合，戸は次の形である．

  L11r→∠．o、λ（α）

    r→∠．o，V∬λ（∬）  ∬一ノ
                 （Vκλ（κ））
      r，∬＊→∠吉，1

 ムの終式の∠oに含まれる全部のmi対ng formu1aの

列を∠言とする．g（∠高）ム＝gムのとき，2回の帰納法

をする可能性があるので，前もってeigenvariableの

条件をみたすように準備をしておく．つまりPの証明図

の中に一度も表われない自由変数凸をとっておく．そし

て，「＾パ，λ（o）を終式とするム1に対して6，1を適

用する．工1にあらわれるすべての。にあを代入してで

きるmiXtureを含まない証明図をL2とする．ムの終式

の∠高の親全部を工1の∠oにおいても、同じ記号∠高を

用いることにする．さらに工1のパに対応するム2のfor－

mula全部をあらわすためにも同じ∠言を用いることに

する・このようにしてL2におけるmiXing formulaの

指定と、そのあらわす記号を確認した上で，次の形の証

明図を工2とRから作る．（通常の場合，当然なmiXing

formulaの指定は言及しない．）

   r→∠．o，ハ（凸）  ∬→λ
                （V∬λ（カ））
     r，∬＊→バ，A（占），λ

 この証明図を戸1とする．P1は純正であり，gradeは

同じだが、rankが下がっているので，帰納法の仮定が使

えて，P1と同じ終式をもつmiXtureなしの証明図ρ1

が存在する．そしてg（λ（5））Ql＝Oまたはg五一1．

 その中のg（λ（凸））Q，＝gムL1についてのみ考える一

このときg（λ（あ））ρ1＝m（ス（5））ρFgムー1になる。

次の証明図P2をQ1と児から作るが，このとき自由変

数あがeig㎝variableであることが必要になる．

Q11r，∬㌧バ，λ（凸），ノ

  r，が一バ，1，ハ（凸）

  r，〃＊→硝，〃，V∬λ（”）   ∬→1
                   （Vκハ（∬））
       r，”，〃㌧∠吉，ノ，λ

 P2はgradeは同じだがr（VM（北））＝1＜rLとなっ

て帰納法が使える．戸2が純正であることは明らか．故

にP2の終式と同じ終式をもつmiXtureなしの証明図Q2

が存在する．Q2の終式に適当に換，減を適用すると求

めるQが得られる．Qが条件皿，1Vをみたすことを確か

めるには，帰納法の仮定を用いて逆にもどっていけばよ

い．

lO純正証明図にすることの可能性

以上のようにして，我々は純正証明図のグループに対

してはCut－eliminationができることが分かった．その

証明は純正条件が仮定されているだけに非常に美しいも

のになり，またGent乞enの場合分けをそのまま利用で

きることになった．しかしながら，純正証明図のグルー

プが非常に小さいことが難点である．我々の方法は現在

の定義のままでは，GLCやLJにも適用できる反面に

おいて，例1のようなものにさえCut eliminationの保

証を与えていない．我々に残された課題は2つある．そ

の課題は純正証明図の範囲を拡大することと，9節の証

明をより一層簡単にすることである．こ・れらの課題につ

いて述べる．そのために我々の議論を振り返えって，外

から眺めてみる．
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 前々稿1〕から本稿までにおいて我々は我々の方法の発

想をも説明するという趣旨をもって構成されているが，

Cut－eliminatiOnの証明だけを考えるならば前編の諸定

理は不要であり，9節の証明には用いていない．我々に

とって重要な手順は次の通りである．

 1）miXtureの新しい定義の導入、

 2）LKをLK’に拡張し．その間の関係を証明．

 3）LK’における，親と子，血統の定義．

 4）LK’における，rankの血統に関係した定義．

 5）LK’における，血統のgrade g（Σ）戸の定義．

 6）LK’における．g（バP，m（パ）Pの定義。

 7）LK’における，g（C）P，m（C）戸についての条

  件がついた代入についての補題の証明．

 8）LK’における．g（C）P．m（C）P，r（C）Pについ

  ての条件がついたg（λ）＝Oとなるformulaλの

  消去についての補題の証明．

 9）純正条件m（△。）ム＝g（ガ）ム＝g（”）R－m（”）R

  をみたす純正証明図におけるCut－eliminatiOn

  の定理の証明．

 1）～3），5）は前々稿1jに，その他は本稿にある．

 主たる課題としての純正証明図の範囲を拡大するため

には5）以降が問題である．g（C）Pに相当するv（C）P，

そして，m（C）Pに相当するu（C）Pが存在して5）～9）

をみたすとともに，最後の推論図のみがmiXtureである

証明図が常に純正条件をみたすならば9節の証明が本質

的であることになる．故に5）の定義を吟味する．

11．weightの定義の例

 我々は始式の各辺にあらわれるformulaのgradeが常

に1の場合を考えてきた．しかし1である必要性は増の

。hief formu1aとの区別だけである．1以上であれば区

別はできるはずである．

11．1．mixtureを含まない証明図Pの終式をr→」∠と

する，r，∠の指定されたformulaの列をパ，パとする．

maX｛g（r。）P，g（。パ）P｝≦rをみたす1以上の自然数を

rとする．Pの血統2の最初のformu1aλについて，

P（パ→パ：r）におけるλのW8ightW（■）P（プ→パ

：r）を次のように定義し，混乱のないときはW（λ）Pま

たはW（λ）と略記する．または，W（Σ）P，W（2）と略記

する．

 1）パが始式のformulaで，Σがパ，”に至る血統

  のときはw（λ）＝r一（g（Σ）P－1）．

 2）λが始式のformulaで，Σがパ，〃のいずれに

  も至らず，その始式の他辺から出る血統Σ’について

  も，Σ’がパ，パに至らないときは，W（λ）＝1

 3）λが始式のformulaで，2はパ，パのいずれに

 も至らないが，その始式の他辺から出るΣ’が〃，ガ

 に至るときはw（λ）＝r一（g（Σ’）月一1）．

4）λが増の。hief formulaのとき，w（λ）＝O．

5）パ，ガともに空の列のときは，月が始式にあると

 きはw（λ）工1，スが4）のときw（λ）＝O．

12．va1ueの定義の例

 11節において始式のformulaスに1以上のweight

を定義した．次の定義は前述の1ユ．1に続くものである．

12．1．r→4に至るmixtureを含まない証明図戸につ

いて，P（r㌧バ1r）を考える．Pの血統Σについて

”（2）P（パ→∠。：r）をP（r。→∠．。＝r）における2の

｝alueと呼び，つぎのように定義し，V（2）P，V（Σ）と

略記する．

 1）2が始式のformulaλから始まるとき．

   v（Σ）＝w（λ）十（9（Σ）P－1）

 2）Σが増の。hief formulaから始まるとき，

   v（2）＝0

12．2．P（r㌧パ：r）の終式の空でないformu1aの列

⑭について，V（の），u（の）を定義する．

  V（⑭一）＝maX｛V（Σ）：⑭に至る血統Σ｝．

1の ﾗ仙㈱ら㍗一

13．基本定理への展開

 以上のようにu，vを定義すると，6節以降においてm，

gのかわりにu，Vでおきかえた議論ができる．そして最

後の推論図だけがmiXtureである証明図PにおけるL．

児のmixingformu1aの列をパ，”と考える．また，

maX｛g（∠。）工，g（π。）則＝rとして，工，Rに対して

ム（→＾r），R（ガ→：r）を考えることにすると任意

のPは．u，Vに関する純正証明図になる．またL，Rの

weightの最大値をwとすると9節はw＝1の場合であ

ることが分かる．
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