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混合正規分布の漸近分散及び共分散

     Hの性質について＊川……一E“

Some Properties－of thさMoment克stimators for the Parameters

     df a Mixture of Two Norma1Diきtribttiohs

新井宏忠淋向井 喬＊＊目黒俊彦＊＊

1．概    要

 分散の等しい2つの正規分布W（θ、，σ2），jV（θ。，σ2） （ただしθ。〈のが末知の割合〃：

（ユーク）で混合しているmixt亡reはmo血ent法によりRao〔2〕津村，管野〔4曳等
によって解かれている．ここでほRiischke l〔1〕の方法によってasymptotic由ri狐。e

matrixをexphcitに計算し（ただしmを標本の大きさとしたときm一一の。rderまで），

さらにμ…θ㌦のとき・・mt法による…1・・…のJ…が1に近づ／ことを

示す．〔1〕，〔3〕．

2・mi対㎜旭の砒6山ib11tio皿のmome11tGsdmaωrとそのa6ymptotic

 COV8rlaI10e0■8缶■■

miXtureの密度関数を

     ∫（”）＝〃ユ（”）十（エーク）Jら（工），0＜ク＜エ

             （卜θ。）2
          エ   2σ・        」 ただし，ハ（¢）＝ 一 e          2＝ユ，2，θ1くθ2
        1／2πσ

とする．

 このCumu1antは

  κ1Fクθ1＋（エr〃）θ2

  κ2＝σ2＋ク（ユーク）（θ一一θ2）2

  κ。寸（ト〃）（ユー砂）（θ、一ρ。）3

  κ’＝〃（ユー〃）（ユー6〃十6ψ2）（θ1一θ2）4

  κ5三ク（ユ＿〃）（エー2ψ）（エーユ2〃十エ2戸）（θ1一θ2）5

  κo＝〃（ユー力）（ユー30〃十ユ50〆一240グ十ユ20戸4）（θ1＿θ2）o

＊・4卿燦思本綾計学会において護漠．

榊一般教養科
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  κi＝ク（ユ1ψ）（エー2少）（エー60クート420〆一720グ十。360戸）（θ1一θ2）7

  κ8三〃（ユーク）（エーユ26ク十ユ806φ望一840ρグ十ユ6800〆⊥ユ5エ20グ十5040グ〉（θ1一θ2）8

となる．

 mOm㎝t法による，θ、，θ。，o2，クの推定量をそれぞれθ、；6。，62，多としK一統計量を

K、，K。，K。，Kぺ一一…であらわすと亙（馬）＝励（｛＝1，2，3，4，5…・……・・），を用いて次

の連立方程式を得る．

        KF銅1＋（1一ゑ）θ2

        κ2＝∂2＋ゑ（1一重）δ2

        K。＝一多（1一多）（」2疹）δ3

        K。＝君（」タ）（I－6疹十6β2）香4

                ただしδ＝62－61

 ”＝（6、一κ、）（6。一K。）とおけぱ”は3次方程式

       1   1
     糾丁㍑十TKl－O

の負根として一意的に求まる．

 4＝6rκ、，a。＝6グ尽とおく．∬が求められるとa、は2次方程式

       K
     a12＋」螂a1＋”＝O
       ”

の負繍として求まり，したがって

       K
     a2＝一上ヨーal
       ”

 よって推定量6・，6・，♂，多は次式で求めることが出来る．

     6ユ＝K。十a。  θ。＝K。十a。

            ・ a．     62二K。十”   カー
             aグa、

 また上記の連立方程式をK也（5＝1，2，3，4）でそれぞれを偏微分して，それらの連立方

程式を解くことにより次式を得る．

藷一1・舟・畿一一占（1－1・疹・峨），雲ト嘉（1一・タ）

藷一1・条峨て（、㌧タ）（・一1切・1炉）鷹一一榊』タ）（・一・彦）

舟・農一・盈一一素（1弁・ダ）嶋一一音（」・多）

∂62 ∂62 ∂622  6聯1眺＝O・∂K、＝1・∂瓦て（」2彦）・孤、下
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           混合正規分布の漸近分散及ぴ共分散の性質についで

（6・・6・・多・62）一（6・・9・・6・・印と記すと・・ympt・ti・…i・・㏄m・t・i・

Σ1三〔σ｛ゴ〕壱刊’舳4吻三Cov（61，6ゴ）を求めるためにCramer・の公式（ガ1の。rderまで）
    ゴ田112●3，4

吻三
q肌）［藷・黒1。＝θ唱Σ［藷・票1。，、…（舳を用いるまた

       1
  γ（K。）＝一一κ。
       m

       1
  γ（K。）＝一（κ。十2κ。2）
       n

       l
  γ（K3）＝  （κ〇十9κ4κ宴十9κ～十6κ23）
       n

       l
  γ（K4）圭＿（κo＋16κもκ2＋48κ5κ百十34κ42＋72κ4κ22＋144κ～κ2＋24κ24）一
       n

          l
  Cov（K1，K2）三一κ3
          ”

          1
  Cov（K1，K3）＝一κ4
          m

          l
  Cov（K、，K4）二一κ5
          m

          1
  Cov （j（2，K3）：一（κ5＋6κ2κ3）
          m

          1
  Cov（K2，K4）＝一（κ6＋8κ4κ2＋6κ島2）
          m

          1
  Cov （K3，j（4）＝一（κ7＋12κ5κ2＋30κ4κ3＋36κ3κ22）

          〃

 ただしn－1の。rderの近似式でmは標本の大きさである．

 上記の式を用いて次の結果を得る．

一（乱）一÷／芸・18（旨タ）♂十6（1一粉12戸）♂十24（1着）2♂！

吻一γ（弘）一1／、≦戸・（、軌・6（9苦楽）♂・2411三券1料

喝一γ（1）一÷／l（1一・）・・4（1－1）去…（1一・1・妙）去・・1・（1一助）÷／

伽一γ（ヂ）一÷／…2書チ・2笑／

～一…（鰍÷／l1チ・1芸号三継・24淀蒜）♂／

一・榊）一÷／36（宗ク）σ・24（1音6炉）σ・72（1・3島！」2伽／
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1一一…（…彦）一÷／3緊・24（嵩揺〆）σ・72（2識字2戸）σ／

1・・一…（1…）一÷／’2（’元1ク）σ324（1評3／

1一一…（…伊）一÷／悌3・2キ嵩紫畠／・

1釧一…（炸÷1一・・（1一・ク）（去・去刈

 ただし∠＝（θグθ1）／σである．

よって

    σ2

    －OO0 0（」一2）     ク
         σ2

     0  00 0（∠’2）。Σ≡  」ク    十
     〇 〇〃（1一〃）O  O（∠’畠）

     0002σ4 0（∠一3）

O（∠一2）

O（∠・■2）

O（∠’吾）

O（∠一3）

O（∠’畠）

0（∠一3）

0（∠一4）

O（∠一’）

O（∠一3）

O（」一3）

0（’）

0（∠’2）

3．i凶。rmatioI1ma血虹とasymptoti6m1ativee冊。iency

 （θ1，θ勿θ畠，θ’）≡（θ■θ〃，σ2）のinfOrmatiOn matriXは

・一
m五（∂’鴇壬（x））（∂’影（x））｝一州

                    ’一1， 2131 4

である．このmaXtriXのelem㎝tを求めると次のようになる．

厄（∂10蓄麦（X））2一芸11山（”…θ・）2偽）加

万（∂’0萎差（X））2一（1妻ク）211由（”…θ室）2箱）加

亙（∂10書チ（X））㌧11冊｛ム（猪（”）｝2伽

1（l1・喜多（・）／一、lll、｛什γル）十（1嘉）（部（”）一∫（”）㌦

五（∂’0署麦（X））（l10芸差（X））J（妄戸）llは（”…θ・）（”ブ・）五（瑞（”）・・

五（∂’0署差（X））（∂10書チ（X））・÷l1帖（”…θ・）舳悌テ舳｝・・

亙（∂’O書麦（X））（∂101≠（X））

一巻11冊（亨）ル）｛1（部（・）十；1；1）（邦（”）■∫（”）｝扮
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混合正一規分布の漸近分散及び共分散の性質について

五（∂10書差（X））（∂10洲一1…戸11出（宇）舳鵠一州ゐ

五（∂10話（X））（∂’0書壬（X））

一1
P宇）伽）｛1（刊五⑫）十呉手）（竹伽）一ル）｝加

五（∂101チ（X））（∂10器壬（X））

一、l／二｛ル）■舳｝｛戸（宇ヅ黒十（1＋1）（”払）一ル）／ゐ

（のことと後で述べる証明を用いて

   戸  O  O  O
   σ2

    0 与 O O
c＝     σ       十
           1
    0   0       0
          ク（1一戸）

               I
    0   0   0
              2σ4

   〃O（∠・、一万）

   〃O（∠・、一τ）

   〃
O（∠、τ）

   〃O（∠・、■万）

   〃O（〃、■万）

   〃O（∠・、■τ）

   〃0（∠、一丁）

   〃O（∠・、■τ）

   〃O（」ゲ万）

   ∠2
0（∠、■可）

   〃O（。一可）．．

   〃O（〃、■万）

   〃O（∠・、一可）

   ．〃
O（〃、一万）

   〃O（〃、■可）

   〃O（〃、一万）

 よって∠一θ2■θ1→ooのとき

       σ

  Deサ．〔mΣ：・G〕一1→1

となる．

4．証明の補足

 JARE（6。，6。，君，62）＝Det・〔πΣ・G〕一’

とする．moment法による推定においては一般にDet．〔mΣ・G〕’1≦1であるが

  θ。一θ、
」＝   →。。のときDet〔〃Σ・G〕一1→1になることを示す このため次の1emmaを
   σ

あげておく．

エemma．（Markovの不等式）

  C〉0ならば
           2          2           Z        C

（1〕1；、去・τ・・く・T

          z2

（・）1；・・一π・一丁加，去・

  2
＿」＿
 2

一苅5’一



      新井宏忠・向井 喬・目黒俊彦

       z2        c2
（1）レ・、去・■T…一π（・・1）・2

       2                2       2             C
（1）1；㌣新1一丁・・一、、（…）・2

       2                   2       2                c
l・）1ン・ノπ・一2…、い・・…）・一2

C〈0ならば

      z2   。
（l／l1冊レ会・■η1・・■号

       2            2       Z          C
（・／ll、・一π・一丁・・一π・一丁

       2                  空       毘               c
（・／l1由メベ、・1・・一、、（一・・1）・一丁

       2                2       z             c
ll／l1出タ≠、・I2加一。』、（…）・T

       Z2         C・
（・／l1岨メーπ・一丁・・・π（一・一・…）・一2

 このlemmaを用いて次式を証明する．

               （”一θ、）2
            1   2σ・ただし，θ、＜θ。でMは∫、（”）＝ ＿ e    及び五（”）＝
           1／2πσ
の交点のX座標であり

 ハ4一θ1      ハ4一θ2      θ2一θ1
C、三   ， C。＝   ， ∠三   とする
  σ        σ        σ

                州。2，o＝）
      州01，o＝）  」

（”一θ盟）2

1   2σ・
一   e
1／2πσ

x
oI  〃   o2

（1）亙（∂’器チ（x））2一喜1

÷1二由（”…孔）2五（・）㈱二／ゐ

一芸111曲（”…孔）2（1一概；伽）あ
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混合正規分布の漸近分散及び共分散の性質について

戸（1一カ）

2
σ

1二、（κ…θ・）2件〃

＜〃（I一ク）

＝     2

  σ

！二（”…θ・）2÷舳小ク（I妻ク）！場（”…θ’）2占舳κ

一字1二（宇・θ・…θ・）k（・）…乱（”…θ・）k（・）加

〃一的
・’ v111宮・・2（θテθ・）・・（θ・テθ1）2／ノπ・

  2
＿王
 2a。

十音∫丁”一田、・・

／πe

  2
＿五 2az

σ

C．2 c．2

・’ P素・■T・2（θ亨θ・）一π・T・（θ2…久）2・

 ψc。斗1
＋7レ・27e

c，2

@  〃2    2
 ＝O（」2e ）

2C1

2／

同様にして

（7）
亙（∂’O暮差（X））2一’ノ

     ∠千

   一丁≦O（∠2臣 ）

（8）
亙（∂’0蓄チ（X））㌧ク（1とク）

l1岨｛五（塙（ψ）｝2べ
1一〃

1二軸｛（五（猪（”））2月チ）習／加

≦ク（1』”）｛ ∫ニハ寮皆）ゐ

〃一物
一戸（ll Dク）∫．二

 ＿e1／2π

十 ∬椙＝紛加

2
Z
2糾ク（、とク）・1二一、、一π・

｝

メ

2施
σ

c．2

   1
≦グ（1一〃）e

  1
＋〃（1一ク）・e

 2
工2

   〃
  一1r＝O（e ）

（9）
亙（∂I絆））2一。1。
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4σ4

1二｛1（”伽十（1 竅i㌔弘）2伽）一∫（”）｝1。一・

4σ4

11、［∫と）／ψ（”…θ・）㌻（・）・（に1）（”青箏（・）ト・／・（”…e’）k（・）

十（1一ク）（ユ…箏（・）／］加・レ・

：4σ・
llイと）／ク（宇）㌃（・）・（1一ク）（”言箏（・）／2・卜・

＝4σ・
l1冊［。と）1ク（”≠・）k（・）・（1－1）（宇・）五（・）／2

一3舳） w方）舳21地

1

…4〆
・1二由／（学）4刊俄）州1－1）・l1明／（”亨θ・）4一・／偽）ゐ

・・出）llは（”亨θ’）2（”亨θ2）2悩（”）・・一・ク（1一ク）l1岨五（猪（”）〃

・。1。［・ l1帖／（宇）㌧・／総）〃
十（I一〃）2

11伍／（”亨θ2）㌧・脇）幽

斗2ψ（1一ψ） 1二（尤亨θ’）2（学）2五（鵜（”）幽 十6ψ（1一ψ）
1二岨五鴇（”）伽

≦点レ（1－4） l1固1（π亨θ1）4一・／五（鵜（”）幽
十ク（1一ク） 1二／（宇）㌧・／

エ（”）五（”）加

  ∫（”）
斗2戸（1一ク）

ll。。（”…θ’）2（学）空五緒（”）・五

十6ク（1一戸） 1二！（絆）伽

≦4と、ク（1一ク）［ l1曲（”亨θ1）W絆）伽 十
1二軸（学）仏（絆）・・

斗2
11。。（”…θ1）2（宇）弘（絆）・・

十12
五（”）五（”）加

  ∫（カ）

     ∠2
＝O（∠4ゲT）

ω
互（∂’紫（X））（∂紫（X））

＿ク（1一カ）

σ星

1二。。（学）（学）五（鵠（”）・・

≦”（1 ¥”）［ 1二（”亨θ・）（学）工（鵜（”）加

」108r
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斗
1二（工亨θ・）（”亨θ2）工（始（”）加

一ク（’ fク）［ 1：蜆（学・θ雪テθ・）（”亨θ2）五（㌢（会（κノ幽

十
1二（宇・）（”亨θ・ θ・テθ・）五（絆）ゐ

・ク（1 ¥”）［÷ 1＝同（”プ2）㌦（・）加  θrθ、
十

 σク

1二（”号θ・）舳・」

1

斗1一ク
1二（”亨θ・）2州あ

十
θrθ、

σ（」ク）

1二（”亨θ・）五（・）あ

    〃
＝O（∠2・’丁）

（ll）
亙（∂101チ（X））（∂10書チ（X））

＿ク
 σ

1二（”亨θ・）伽）謝）伽）此

≦土
一σ

ll、（宇・鵬）加  ク
十一
 σ

1二曲（”亨θ・）五（鵠（”）加

ク

σ

1二肺（”…θ・吟）’フ州拷（”）／・・  ク
十一一
 σ

1二、（”亨θ1）五（始（”）加

一÷［÷ 1二目（”亨θ・）ル）ゐ  1一戸十
 戸

11冊（”亨θ・戸（粘（”）加

十
11冊（”亨θ・）ム（鵜（”）ゐ

1

σ

1二。。（”亨θ・）五（瑞軌

・÷［ 1二（”亨θ・）ム（鵠（”）幽
十
1二（”亨θ’）五（鵜（”）加

・÷［÷ 1二（学）舳此  θ里一θ。
十
  σク

1ニル）〃

・、土”ll二（”亨θ1）舳・

一÷［∵・、
〃一物

 σ  1∫

  z  ＿e＿。。 1／2π

1・

＿主
 2a。 ・÷（θ2テθ・）

       雪〃一物      2

1．二右・2・・

十
 1一ク

的   1三；

  z    e
〃一一・ 1／2π

 2＿三＿
 2
  加

「1

σ
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。．2

・÷［÷一π・一12＋÷（θ・テθ・）・

 2               2
’ξ邊・。        一¢ユ

＾T・1王クーπ・Tl

     〃
工O（ガ万）

同様にして

∠2

⑫
亙（∂’o書差（x））（∂’olチ（x））1・・（∠・一丁）

㈱1万（∂’留（x））（∂’o寡（x））1

2σ望

11曲（”亨θ1）／ぺ，箏（・）・（1一ク）（”亨箏（・）一∫（・）／タ線か

く五
＝2σ2

1二（”亨θ・）雪箱）ゐ  戸（1一ψ）
十
  2σ2

11曲（”τθ’）（”亨θ2）2尤鴇（κ）・・1

 戸
十一 2σ2

1二曲（”丁θ・）ル）ゐ

＜一と
＝2σ2

1．二（”亨θ1）㌻（・）ゐ  ク（I一ク）
十
  2σ2

11冊（㌃θ’）雪カ（瑞（”）・・1

 州一ψ）
十
  2σ2

11記（”亨θ’）（”7θ1）2ム（鵜（”）・・

くク（1一ク）

＝  2σ2

11曲（”亨θ’）3五（茄（”）ゐ ・戸（ iク）111冊（”亨θ・）3尤（鵠（”）伽

 ク（1一ク）（θパθ、）
十
     2σ宮

11冊（早）2∫1（瑞（”）扮

    ．＿且
一〇（∠・。2）

同様にして

（1中（∂10署名（X））（∂101≠（X）
     互
≦O（∠・、2）

㈹
亙（∂101チ（X））（∂10幕ζ（X））1

一夫、1二冊
／洲一州／ク（㌃箏（・）十（1一戸）（”亨箏（・）／

∫（”） 列

一金1二曲
舳一州／・（”プ・）2工（・）・（1一ク）（”亨箏（・）1

∫〈”）
4”

一1二冊舳）一州刈
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混合正規分布の漸近分散及び共分散の性質について

I べ学γ榊一・（㌣）2＾（・）1・）
一研11二一   ∫（”）

・（1一ク）（学）2舳舳一（に戸）（宇）柵）

                            a”1
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 この研究紀要論文を作成するにあたり，大阪工業大学，宮本良雄先生の懇切な御指導を仰

いたことを付記し。深い感謝の意を表します．
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